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高校 数 学 の 新しい カリ キュ ラム に 合わ せ て 編 ま れ た 本 シリ ー ズ 
“大 学 へ の 数 学 ,。 ニ ュー アプ ロー チ ” は 。 十 名 に 含ま れる 二 つ の 
キー・ ワ ー ド が 示す よう に , 二 つ の 旗印 を 掲げ て いる . 

その 第 一 は , 数 学 に 関し て , 大 学 受験 で の 難関 突破 に 自信 が 持 
て る 学力 を , 将来 の 発展 に つなが る 勉強 に よっ て 身 に つけ よう と 
する 諸君 の お 役に立つ こと で ある 。. 

第 二 に , その よう な 高い ぃ 水準 に 到達 する た め の 読 者 の 負担 や 苦 
痛 が 最小 化 さ れ , か つ , 読者 の 資質 が 順調 に 引き 出さ れる よう な 
ニュ ー ア プロ ー チ (新しい 近づき 方 ) を 提供 する と と で ある 。 


一 流 の 大 学 一 そこ で は 現代 数 学 の 研究 者 で ある 教授 達 が その 
見 識 に 基づい て 数 学 の 出題 を 行なう 一 一 の 入試 に 関し て は , 高校 
数 学 の 範囲 で あっ て も , 浅 薄 な 「 技 」 や 「 術 」 に 終始 する こと な 
く 。 正統 的 な 理論 を 理解 し , 筋目 の た だ し い 問 題 解決 力 を 身 に つ 
ける こと が 成功 へ の 王道 で ある . また , こう し た 勉強 が , 理科 系 
の みな ら ず 文科 系 の 諸 専 門 に 進む 場合 に も , これ か ら の 社会 に お 
いて 重要 な 数 学 的 な 知性 の 育成 に つなが る は ず で ある 。. 


“東大 へ の 解析 1 , 解析 II” と 呼ば れ た 頃 か ら の 前 身 を 辿れ ば , 
大 学 へ の 数 学 シ リー ズ は すでに 40 年 に 余る 歴史 を 持っ て いる . そ 
の 間 , 高校 カリ キュ ラム の 変更 や 入試 の 実態 の 変遷 応じ た 改善 
・ 改 訂 の 努力 は 絶え ず 払 われ て きた の で ある が , 幸い に , 大 学 へ 
の シリ ー ズ に こめ た , “正統 的 な 勉学 に よる 実力 の 育成 を "” と の 我 
々 の 主張 は , 進学 校 の 真剣 な 先生 方 の 評価 . お よび , 気力 と 志 に 
富ん だ 高校 生 ・ 受 験 生 諸君 の 支持 を 一 貫 し て 受け 続け る こと が で 
に の / 可 

この 伝統 的 な 長所 は ニュ ー ア プロ ー チ を 標 傍 し , 読者 の 努力 が 
昔 酷 な 難 行 苦行 に 消耗 され な いで 効率 良く 結実 する よう に (数 学 


W 


I の は し が き で 述べ た よう に ) 様々 な 工夫 を こら し た 今回 の シリ 
ー ズ で も 確保 し た つも り で ある . 


数 学 A を 内 容 と する 本 書 に つい て 特筆 し て お くべ きこ と は 。 科 

目 内 の 選択 単元 で ある . 数 と 式 , 数 列 , 平面 北 何 計算 と コン ピ 
ュー タ の 4 章 を 正統 的 学習 の 流れ に そい な が ら も , 現在 お よび 近 
未来 の 高校 で の 履修 お よび 入試 で の 出題 の 実状 に 配慮 し て 編成 し 
た こと で ある . 正規 の 授業 で は 伝統 的 な 学習 に な じみ や すい 最初 
の 2 単元 に 限っ て 開講 する 高校 が 多い と 思わ れる が , 余力 の ある 
読者 に は 本 書 に より 他 の 2 単元 (ある い は その 一 つ ) を 学習 し て 
み ら れ る と と を すす め た い . 実際 平面 幾何 は , 古来 学問 の 原型 
と 呼ば れ て 来 た だ け の 高 半 さ を 持ち , 創造 的 な 思考 力 の 強化 に 最 
も 適し た 単元 で ある . 一 方 , コン ピュ ー タ の 素養 は 文系 理系 の 別 
な く 未 来 派 の 知識 人 の 必須 の 武器 で あり , と くに 数 学 で の 素朴 で 
明快 な コン ピュ ー タ 利用 の 学習 は セン ター 試験 で その まま 役立つ 
"穴場 ' で あろ うと 予期 され る か ら で あ る . さら に , 進ん だ 学習 
の た め に 設け た 第 5 章 発展 問題 お よび C 篇 は 読者 が 問題 解決 の 
自信 と 高い 視点 を 獲得 され る の に 役立つ は ず で ある . 


最後 に , 著者 の 陣容 に 表 だ っ て 名 を 連ね て は いな い が , 学識 と 
清新 さき を 活 か し て 本 書 の 重要 部 分 に 寄与 され た 乙 藤 隆史 さん ( 東 
京 工大 ), 元 木 稔 さん ( 海 城 学園 高校 ) に 感謝 し た い . さら に , コ 
ンピュータ の 才 に 恵まれ た 若い 友人 天野 英明 君 の 協力 は 第 4 章 の 
完成 に 貴重 で あっ た . 数 学 IT の は し が き で も 触れ た が , 社会 の 命 
運 に 関わ る 数 学 教育 の 重要 性 を 深く 認識 し , 正統 な 数 学 の 学習 を 
支持 する 参考 書 の 刊行 と いう 難 事 を 多年 に わた っ て 遂行 し て 来 ら 
れ た , 研 文書 院 と その 代表 者 飯塚 信之 氏 に 敬意 を 新た に する も の 
で ある . 

1994 年 冬 


藤田 宏 長岡 亮介 長崎 憲一 長岡 恭 史 


本 書 の 特色 


本 書 は , 極め て 個性 の 強い 参考 書 で ある が ,。 その 個性 を 短く ま 
と め る な ら , 


基礎 理論 の 解説 ・ 基 本 概念 の 説明 に 際 し て は , 大 学 の 立場 
に 立っ て 見 て も お か し く な い , きち ん と し た も の を 与え 
問題 演習 訪 に お いて は , 真 に 取り 組む 価値 の ある 良 問 を 理 
論 的 ・ 教 育 的 配慮 に 基づい て 体系 的 に 精選 ・ 新 作 し , また < な 
ぜ そ の よう に 解く か > が 伝わる よう か な 解答 ・ 解 説 を つけ た 


と いう こと で ある . さら に , 検定 教科 書 の 平板 な 叙述 に 飽き た ら 
な い 読 者 の た め に , 


上 級 の 理論 を 視野 に 入れ た 発展 的 解説 を も りこ ん だ 
の も , 他 書 に な い 特 徴 で あろ う . 


本 書 の 利用 法 


1′ A 基 礎 篇 で 知識 を 整理 し た 後に , B 篇 の 演習 問題 を 解く の が 
普通 の 学習 の 順序 で あろ う が , 必ず し も これ に こだわ る 必要 は 
な い . 現在 の 力 に 応じ て , 解け そう な B 篇 の 問題 か ら 手 を つけ 
る の も 良い 方 法 で ある . 


2* B 演 習 問題 の 学習 の 理想 的 な 形 は , まず 独力 で 問題 に 向かい , 
その 結果 を 本 書 の 解答 と 比較 する こと で ある . し か し , 読者 の 
現在 の 実力 に よっ て は , まず , 本 書 の 解 を 誤読 し , 解法 を 支え 
る 基本 的 な 考え 方 を し っ か り 理 解す る と いう の も , 考え られ る 
使い 方 の 1 つ で あろ う . 実際 。 本書 で 扱わ れる 問題 と それ に 対 
する アプ ロー チ の 考え 方 が 理解 で きる だ け で ,。 大 概 の 大 学 入試 
問題 は , 独力 で 解け る よう に な る は ず で ある 。. 
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B.301--B.318 


平面 北 何 の 必修 問題 " …… 769 


計算 と コン ピュ ー タ 
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発展 問題 (30 題 ) 


B.501--B.504 
B.505--B.507 
B.508--B.509 
B.510--B.511 
B.512--B.518 
B.519<C8.523 
B.524--B.530 


整 式 に 関す る 発展 問題 …… 278 
不等式 に 関す る 発展 問題 " …… 223 
論理 に 関す る 発展 問題 …… 22g 
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数 列 と 確率 の 融合 問題 …… 239 


平面 図形 に 関す る 発展 問題 " …… シア /: 
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内 容 一 覧 脇 C 探 究 篇 


対称 式 と 交代 式 
連立 方 程 式 の 同値 変形 
循環 小数 と 有理 数 
約 数 と 倍数 

互 除法 

等 差 数 列 と 等 比 数 列 
調和 数 列 


に 
I 
| 


差分 と 和 分 
線型 尊 化 式 の 解法 (0) 


線型 汰 化 式 の 解法 (1) 
gz+1 王 の の 十 の (2) 型 


線型 河 化 式 の 解法 (2) 
@z+2 王 の 2z+ ュ 十 9 の ヵ 十 ヶ (2) 型 


ん の 光 と 来 て , その 次 の 公式 は ? 


ル ポ 
epoS (フラ ンス 語 で , ひと や すみ の 意味 ) 


「 ど っ ち が 美 し いか ?」 
調和 数 列 
「]1 キ 3X3 キ 1 !7」 


1 数 て 式 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 
| 守 数 一 | 政 の 類 | 実数 の 分 類 有理 数 ・ 無 理数 
| 代数 | 


| 、| 実数 の 四則 計算 の 基本 法則 
| 数 下 弱 ーー 絶対 値 と 距離 
整数 指数 の 累乗 指数 法則 


ーー | 平方 根 を 含む 計算 分 母 の 有理 化 


二 重 根 号 
| 束 式 (多項式 ) | 係数 と 炊 数 ーー | 整 式 の 値 


ーー| 整 式 の 加法 ・ 減 法 


| | 整 式 の 乗法 還 数 一 | 約 数 ・ 億 数 | 


ーー| 整 式 の 割 算 の 原理 ーー 余り の 定理 ト に つ * 因数 定理 
ーー| 展開 ・ 因 数 分 解 の 公式 


| 分 数 式 


| 約 分 ・ 通 分 の 原理 


ーー | 分 数 式 の 中 則 | 繁 分 数 式 


式 の 証明 


恒等式 の 証明 手順 [一 


整 式 の 恒 等 条 件 


条件 付き 恒等式 


不等式 の 基本 性 質 [一 つ | 絶対 不等式 の 証明 手順 


| 還 で の 総和 トー | 時 ・ 最 小 | 


| 条件 と 命題 | 命 題 ト | 条 件 | 真 時 集合 


| 条件 の 合成 上 | かっ" "また ば "| 


| な pm トッ 必要 条件 ・ 十 分 条 件 


ーー | 逆 。 対 偶 
ーー| 背 理 法 


整数 の 扱い 


に 臣下 - 


倍数 | 


トーー > 


ーーーー テ 


素 数 


公約 数 | 一 | 互い に 素 | 


整数 解 の 求め 方 


ーー| 2 元 1 次 方 程 式 


2 元 2 次 方 程 式 


余り に よる 分 類 


ーー | 合同 式 | 


件 還 GE 


AA1.1 実数 と 数 直線 邊 


中 学校 まで に 5, 一 4。 2.65, 今 。/2…… と いっ た さま ざま な 
数 の 計算 に な じん で いる . 正式 に は これ ら の 数 を まとめ て 実数 
と よぶ の で ある が , 実数 の 定義 は 線 分 の 長 さ と 密接 な 関係 が あ 
。 

いま 直線 上 に , 1 点 O と それ か ら 単 位 の 長 さ だけ 離 れ た 点 U 
(ふつ う 0 の 右側 に ) を 取っ て 固定 する . 次 に , この 直線 上 の O 
と 異な る 任意 の 点 P に つい て 

i) P は O に 関し て と 同じ 側 に ある か どう か , 

ii) 線 分 OP の 長 さ は OU の 長 さ の 何 倍 か 
お の き 二 ウラ 6 

P が U と 同じ 側 に あり , OP の 長 さ が OU の 長 さ の ん 倍 な ら 
ば , P に 正 数 を を 対応 させ る . 逆 に P が U と 反対 側 に あっ て , 
OP の 長 さ が OU の 長 さ の 倍 な ら ば , P に 負数 一 を を 対応 さ 
せる 。. 

P が 0O と 一 致す る と き は , P に 0 を 対応 させ る . 


ーーーーーーー 1 ーー 
O U 選 


この よう に し て , 直線 上 の 任意 の 点 P に 対応 する 数 を P の 座 
標 と いい , その 直線 を 数 直線 と いう . 数 直線 上 の 任意 の 点 の 
座標 を 文字 ヶ で 表す と き , 数 直線 を > 直線 ある い は ヶ 軸 と よぶ . 
数 直線 上 の 任意 の 点 の 座標 は 実数 で あり , 逆 に , 任意 の 実数 は , 
どれ か の 点 の 座標 で ある . 


< 実数 の 分 類 > 
実数 に は , 2 つの 整数 ヵ の (た だ し キ 0) の 商人 で 表 さ れる 


有理 数 と 。 そう で は な い 無理 数 と が ある . 
いま まで 学ん で きた 数 を 一 覧 表 に まとめ て 分 類する と 次 の よ 
うに な る 。 
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[まとめ ] 自然 数 ( 正 の 整数 ) 1, 2, 3, 
整数 0 
負 の 整数 一 1, 一 2, 一 3, 
2 


有理 数 
実数 整数 で な い 有理 数 テ 。 信 一 き 7 


無理 数 82 Y2 圭 73, ー ア 6, の) 


AA1. 過 実数 と その 小数 表示 人 


2.5 や 0.123 の よう に 小数 で 表し た と き 有 限 の 桁 で 終わ る 数 , 
すなわち 。 有限 小数 は 有理 数 で ある . これ ら の 数 は , た と えば , 


る 5.。 9 ニ 129 
25= 生 デー ァ  0123= 寅 6 


の よう に , 必ず 整数 の 比 で 表 さ れる か ら で あ る . 

小数 点 以 下 に (0 と は 異な る ) 数 字 が 限り な く 現 れる 数 を 
無限 小数 と いう . 

無限 小数 の うち で ,。 0.3333……… や や 12.3454545……… め よ う 
に , ある 桁 か ら 先 は 有限 個 の 同じ 数 字 の な ら び が くり 返し て 現 
れる 数 を 循環 小数 と いう . 

循環 小数 は 有理 数 で ある . 逆 に 有理 数 は 有限 小数 ある い は 循 
環 小数 で 表 さ きれる. 

し た が っ て , 無理 数 を 小数 表示 すれ ば 循環 し な い 無 限 小数 と 
な る . 

以上 の 関係 を 表 に まとめ る と 次 の よう に な る 。. 


[まとめ ] 有限 小数 
実数 の 小数 表示 


| 有理 数 


循環 小数 


無限 小数 | 
循環 し な い 小 数 = 無理 数 


タタ 。 3$1 数 と 式 


AA1. る 8 実数 の 四則 M 


任意 の 実数 2,。 の の 和 2 十 の を つく る 演算 を 加法 と いう . 
同様 に , 差 z- の を つく る 演算 を 減 法 。 積 22 を つく る 演算 を 
乗法 と いう . 

商 ?- の を つく る 演算 を 除法 と いう . この と き は 5 キ 0 と 
9 語 の 

加減 乗除 の 演算 を まとめ て 四則 演算 ,」 あるいは 簡単 に 四則 と 
いう . 

有理 数 どう し の 四則 演算 を 実際 に 行う こと は 小学 校 以来 よく 
親しん で きた は ず で ある . 無理 数 を 含む 実数 どう し の 四則 演算 
に つい て も , 以下 の 基本 的 な 計算 法則 が 成り 立つ . 


加法 乗法 
[交換 法則 |] 2 の = ニ 2 十 ゐ , 6 の 三 62 


[結合 法則 ] (2 の 十 c= テ 2 填 (5 十 C), (22)c 三 (6c) 
[分 配 法則 ] (2 十 c) 三 6 の 十 2c 


1” 有理 数 どう し に 四則 演算 を ほど こし た 結果 も 有理 数 で ある . 同 
様 に , 実数 どう し に 四則 演算 を ほど こし た 結果 も 実数 で ある . 


人 AA1.4! 実数 の 絶対 値 M 


数 直線 上 で , 実数 2 に 対応 する 点 A と 原点 と の 距離 を , 実数 Z 
7ES( ま 引 | 司 9| 三 3 清 由 0O0 王 議 | 久恒 2 
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これ を いい か える と 
le に | の  (g 生 0 の と き ) 
ーg  (g<0 の と き ) 
と な る . すなわち , 絶対 値 記号 を は ず す に は 中 味 の 符号 に よっ て 
分 類 す れ ば よい 、. 
1” 実数 2, 2 が 同 符号 な ら ば , 点 2 の 原点 か ら の 距離 |z 二 2| 
は |z| 十 [| で ある . し か し , 2, 2 が 異 符号 な ら ば 点 2 十 の 原 


点 か ら の 距離 12 十 5| は |zl+|5| より 小さ い . 
し た が っ て , 任意 の 実数 2。 ヵ に 対し て 
lg 中 ミ |gl 寺 | 8| 


が 成り 立つ . 


2* |glsz を うー4 ミ 2 ミ /。 


次 の 各 式 は 任意 の 実数 z。 》 に 対し て 成り 立つ (2。 ヵ の 符号 に 
つい て 分 類 し て みれ ば わか る )、 
|zF 王 る 
|22| テ | | 
と くに ん 人生 0 な ら ば | ん |(ー| 2 ん | z| 


3? 


6 SI 数 上 式 


A1.5 指 数 思 


2 が 自然 数 の と き , 
2 個 の z を 掛け 合せ た も の 
を の と 表し , この 記号 を 「z の z 乗 」 と 読む . み を 。 指 数 と い 
う . より 丁寧 に , の " の こと を , 指数 が ぁ の Z の 昌 素 (ある ぃ 
は , の べき ) と いう こと も ある . 
この 定義 か ら 明 ら か な よう に , 累乗 の 計算 で は 次 の 指数 法則 
が 成り 立つ . 
の X の ーー の 7 
の 5 この この (た だ し >2) 
指数 が 0 や 負 の 整数 の 場合 の 累乗 は 次 の よう に だ 定義 され る 
(以下 , 2 チ 0 と する ). 


の = (2 は 自然 数 ) 


この 定義 の も と で は , 任意 の 整数 , z に 対し て 
の 7 xx 7ー の 
の ゲー 7ー の ター 
(9 避 王 の 
が 成り 立つ . 


1" 正負 の 指数 の 累乗 を 用 いる と 極め て 大 き な 数 , 極め て 小さ な 数 
を わか りや すく 表す こと が で きる . 


千 ー10*。 万 104 億 王 10 
京 ( け い ) 三 10"『, 坊 ( が い )= ニ 10 
不可 思 議 (ふか し ぎ )= テ 10%, 
無量 大 数 (な りょう た いす う )=10%。 ……… 
割 三 103? 分 三 10。 庫 (りん ) 三 10*3。 毛 三 10*? 
系 (し )=10-5。……………… 
空 慮 (くう き ょ ) テ 10-?。 清浄 (せい じょう )=10- ぞ 。 …… 
例 2 | 光 の 速度 は 約 3x10" cm/ 秒 
電子 の 質量 は 約 991x10* kg 
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AT1.5 ザ 方 根 』 


平方 し て 2 に な る 数 .。 すなわち , ァ x*ー4 を 満た す 数 を 2 の 
平方 根 と いう . これ を 2 で 表す . 
正 の 数 2 の 平方 根 は / 2 。 一 72 の 2 つ で ある . 0 の 平 
方 根 は 0 だ け で ある . 
2 0 三 0 と する 。 
1 負 の 数 z の 平方 根 は 実数 の 範囲 に は 存在 し な い . 
2* 任意 の 実数 < に 対し て 
計り 2 (2 ミ 0) 
7〆=lz に [7 (2 く 0) 


AA1. グ 平方根 を 含む 計算 M 


2 シ 0, 2>0 と する と き 。, 次 の 公式 が 成り 立つ . 


1" 積 , 商 と 平方 根 
記 の / の 2 
7Z75 = 2 光 =/ 今 


[ 例 ] /2 x/3 =/6 
Y35 テ 5 = テア 7 


2” 分 母 の 有理 化 の 基本 原理 
用 47 ヵ 


1 
i) 2 上 4(/Z 一 5 ) 人 (72 一? ) 
2Z 十 Y の 2 (7/Z+75)(Y2 一 ア 5 ) g 一 め 
en (2 75 ) (2 圭 5 ) 
YZー7 ヵ 5 (/Z-75)(/2 寺 7? ) g 一 6 
ここ で , 乗法 公式 (と 十 の )(xー ヶ ) テ ニッ アー” を 用 いて いる . 


纏 人 半 g Ann 


る ぐ | SI 因数 人 氏 


3* 二 重 根 号 を は ず す 
7 だ とら は 5 
y5 二 276 =/2 +/3 
で ある こと は , 両辺 を 平方 し て みれ ば わか る ( 和 の 平方 の 公式 を 用 
いる em A1.11 ) . 一 般 に , 
4+27 ぢ (4, 万 は 正 数 ) 
に 対し て ,。 ヵ 7ー4, が g 王 と な る 正 数 ヵ 2 が ( 根 号 を 含ま な 
い 形 で ) 見 つか れ ば (m「 数 学 T」 の A1.7 解 と 係数 の 関係 ), 
Y4+27 お =/ ヵ ぁ +7 
に より 二 重 根 号 を は ず す こと が で きる 。. 
まま の 72 75 と お 
y5-276 =/3 一 72 
で ある こと と は , 3 一 72 >0 で ある こと に 注意 し た 上 で , 両辺 を 
平方 し て みれ ば わか る . 与え られ た 4ー2/ 万 に 対し 。 上 の よ 
うな か ヵ 9 が 見 つか れ ば , ヵ カ >2 の と き は 
Y4ー27 戸 =/ ヵ ー/Z 
と し て 二 重 根 号 を は ず す こと が で きる . 


A1. る 整 式 の 基礎 


文字 々 に つい て の (あるいは, ヶ z を 変数 と する ) 単項 式 は 
係数 Xxf (を は 0 また は 自然 数 ) 
で 表 さ れる 式 で ある . > の 整 式 と は , > の いく つか の 単項 式 を 
加え 合わ せ た も の で ある . し た が っ て , xy の 整 式 は 整理 する こと 
に よっ て 
go7" 十 の アリ 十 …… = に の な 1 の に の 
の 形 に 表 さ れる . 整 式 の こと を 多項式 と も いう . 


1” ヶ の 整 式 を 表す の に ア (>)。 ア (>z) な どの 記号 を 用 いる こと が あ 
る . 
(>) 三 2oz7 十 の トー…… 十 の コア 十 の 
に お いて , の キ 0 な ら ば ア (y) は ヵ 次 の 整 式 ( ヵ 次 式 ) で ある と 
いう . 
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g7" 十 z 十 Cc は 2 キ 0 な ら ば 2 次 式 で ある . 
g 三 0 の 可能 性 も ある と き に は , gz“ 十 x 十 c は 「 高 々 2 次 の 整 
式 」 で ある と いう . 2 次 以下 の 整 式 で ある と いっ て も よい . 


2* 係数 が すべ て 0 で ある 整 式 も 考え る と き が ある . この よう な 整 
式 を 恒 等 的 に 0 の 整 式 と いう . 


3” 整 式 /(>) の ヶ に ある 値 々 を 代入 し て 得 ら れる 数 を P() で 表 
す . 関数 記号 の 用 法 と 同じ で ある . 


ア ( ァ ) デ ァ " 十 ァ ー2 の と き , ア (1)=0, (2)=4 


4* 2 つ 以 上 の 文字 に つい て の 整 式 も 考え られ る . 
XS の 223h の 2 は 032 全 旨 還 IIIININIS3 ③① 
は >, ヵ の 整 式 で ある . >, ヵ の 整 式 の 次 数 は , >, ヶ を 通し て 数 え 
た 次 数 に よっ て 定め る . た と えば ① の 第 1 項 は 5 次 , 第 2 項 は 4 
次 , 第 3 項 は 3 十 36 次 で ある . し た が っ て 
① は >, ヶ の 整 式 と し て 6 次 で ある . 


5" ァ 十 2。 z2。 で 十 の の お の お の に お いて , と > と ヶ と を 入れ か え 
て も 変わ り が な い . この よう に , ヶ ,》 を 入れ か えて も 変わ り が な 
い 2 変数 の 整 式 が (>。 ヶ ) を , ヶ の 対称 式 と いう . 
*。 ヶ の 対称 式 の うち で , 
Z 三 マ 十 め の , (ノニ ニー ん // 
の 二 つ を 基本 対称 式 と いう . 任意 の 対称 式 は 基本 対称 式 の 整 式 
で 表 さ れる こと が 知ら れ て いる . 


?? 十 の ー( 十 9"ー3zy(< 十 の ) ニ 一 3z の 。 
3 つの 文字 z。 ヵ 。 < に つい て の 基本 対称 式 は 
ツキ み 士 る , 7 ダ 士 々 Z 士 7。 2 
(の ) 三 3 の G22P 選 


6* 整 式 の 加法 。 減 法 の 計算 は 同類 項 の 係数 を 加 , 減 す る こと に よ 
っ て 行わ れる . 教科 書 で マス ター し て ほし い . 


7* 整 式 の 乗法 計算 は , 文字 式 の 加法 。 乗法 の 基本 法則 , 特に 指数 
法則 を 用 いて 実行 され る . 教科 書 で マス ター し て ほし い . また 割 
り 算 の 実行 の 仕方 の 説明 も 教科 書 に め ず り た い . 


7 の 3$1 数 と 式 


AT1. 選 整 式 の 割 算 邊 


IT. 整 式 の 倍数 ・ 約 数 
7(z), g(z) を 2 つの 整 式 と する . 7(z) を g(z) で 割 算 し た 
と き の 余 り が 0 な ら ば , 7() は g(z) で 割り 切れ る と いう . 
この と き 
7(z) テ 6(z)9( 々 ) 
が 成り 立つ よう な 整 式 の が 存在 する と いっ て も 同じ こと で あ 
る ( ひ は アテ g の 商 (quotient) に ほか な ら な い ) . 
1” げ が g で 割り 切れ る と き , 
了 げ は り 9 の 倍数 (multiple) で ある , 
の は の 約 数 (divisor) で ある , 
と MNO 
式 ど うし で ある の に 倍数 , 約 数 と いう の は 少々 妙 で ある が , 定 
着 し た 訳語 で ある か ら 仕 方 が な い . 
2" 因数 分 解 は あたえ られ た 整 式 を , 約 数 の 積 の 形 に 表す こと に 


ほか な ら な い . 
ア (Z) ニ ゲー4 
ー(z2ー2)(z* 十 2) Se ss ① 
ー( ァ ー ア 2 )( ァ >+ ア 2 )(z2 十 2) 5 ② 


① は 係数 を 整数 に 限定 し た と き . ② は 係数 を 実数 と し た と き . 


TL. 公 倍数 ・ 公 約 数 
2 つの 整 式 /,。 9 の 公 倍数 と は , ア の 倍数 で も あり , 9 の 倍数 
で も ある 整 式 の こと で ある . すなわち , 
ヶ 王 ひ ア sg 
と な る 整 式 ひ 。 @。 が 存在 する よう な 整 式 な で ある . 
整 式 7/(z)2(z) は / と g の 公 倍数 で ある . 
ア ,g の 公 倍数 の うち で , 次 数 が 最小 の も の を ア と g の 最小 公 
倍数 と いう . 
一 方 , 2 つの 整 式 了 , 9 の 公約 数 と は , ア の 約 数 で も あり , か 
つ , g の 約 数 で も ある 整 式 の こと で ある . すなわち , 
プー の の , 9 三 の 2 の 
と な る 整 式 ヵ , の が 存在 する よう な 整 式 7 で ある . 
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アプ , g の 公約 数 の うち で , 次 数 が 最大 の も の を , と g の 
大 公約 数 と いう . 

1′ あたえ られ た 整 式 /, 7 に 対し て , その 最小 公 倍 数 , 最大 公 
約 数 を を 倍 (た だ し , 7 は 0 で な い 数 ) し た 整 式 も 。 や は り , そ 
れ ぞ れ 最 小 公 倍 数 , 最大 公約 数 で ある . 

し た が っ て , これ ら を 求め よう と いう 問題 で は , 最高 次 の 係 
数 が 1 の も の と か , 係数 が 整数 で ある も の と か , 見 掛け の よい 
も の を えら ん で 答え る . 

6x“ー21 ヶ 十 18 と 6z*ー6 ァ 一 12 
6z“ 一 21 十 18 三 3( ァ ー2)(2 ァ 一 3) | 
6z*ー6 ァ ー12= テ 6( ァ ー2)( ァ > 十 1) 
最大 公約 数 ニッ ー2 


こ ツ Co 


人 AT1.1OO 整 式 割 算 の 原理 と その 応用 M 


I. 整 式 の 除法 


[定理 ] 7/, 2 を ヶ の 整 式 と する ./ を 9 で 割っ た と き の 商 を 
の , 余り を P と すれ ば 


は 9 より 低 次 


1" 整数 の 除法 で 。 た と えば 
25 を 3 で 割っ た と き の 商 は 8, 


2 
お 3 ee。 飲 り は 1 で ある か ら 。 と の と き 
2 二 の 25 テ 3X8 十 1, 余り 1 は 3 より 小さ い 
ダ 8 が 成り 立つ . 
ーー を ーー 整 式 の 除法 で は , た と えば ( 左 を 見 よ ) 
か ァ * 十 3 を “デー ァ で 割っ た と き の 
EES 商 は z“ 士 十 1, 余り は > 十 3 


で ある か ら , 


72 3$] 数 と 式 
z* 上 3 三 (z* 十 ァ 十 1)(z2ー ァ ) 十 (> 十 3)。 > 十 3 は zz"ー ァ より 低 次 . 


2? 了 が が w 次 式 ,g が z ヵ 次 式 で ある と する . 
22 且 2 な ら ば , @ は (一 %) 次 式 , 7 は (一 1) 次 以下 の 整 式 で 
ある . 
2 く 72 な ら ば 。 〇 =0, アー と し て 上 式 が 成立 する . 


3” アー0 の と き が , " げ が で 割り 切れ る "場合 に あたる . 


ル . 余り の 定理 ・ 因 数 定理 
[定理 ] 整 式 /(z) を 1 次 式 ヶ ーo で 割 算 し た と き の 余 り 
は , > デーo の と き の 整 式 の 値 の (2) に 等 し い . 
余り の 定理 (剰余 定理 ) 


1* 証明 : ァ 一 e で 割 算 し た と き の 商 を QO(z), 余り を と すれ ば ぱ , 
7 ア は 0 次 以下 の 整 式 , すなわち , 定数 で あっ て , 
ア (>) ニ ( ェ ー@) の (z) 十 選 
が 成り 立つ . これ に ァ ヶ ーe を 代入 すれ ば 
ア (2) ニ 0・O(Z) 十 思 ア 
が 得 ら れる . 


2? 整 式 /(z) を 1 次 式 Zz 十 2 (2 キ 0) で 割っ た 余り 7 は , 
p(-) で 与え られ る こと が , 同様 に し て 導 か れる . e あ " B.114 


[定理 | 整 式 P/(z) が 一 g で 割り 切れ る 
でき 導 /2( の )0 


因数 定理 


I 2" 十 2 の 一 3zg" は の 整 式 /(>) と みる と 
ア (》) ニ ゲ 十 2 ゲー3 三 0 で ある か ら , ァ ー? で 割り 切れ る . 
実際 。 P( ヶ ) ニ ァ " 十 2 ゲー3zg*ー( ァ ー9)(Z" 十 xy 一 2 の 7 . 


2 証明 は 余り の 定理 に よる . 
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人 AT. 由 乗法 お よび 因数 分 解 の 公式 1 


た と えば , 
(2+ の * 王 〆 二 29260 キ が em ① 
は , “左辺 か ら 右辺 へ "の 形 で 用 いれ ば , 掛け 算 の 式 を 単項 式 の 和 
で 表す た め の 公 式 , すなわち , 乗法 の 公式 (展開 の 公式 と も い 
う ) で ある 。. 
逆 に , “右辺 か ら 左 辺 へ ” の 形 で 用 いる と き は 。 因数 分 解 の 公 
式 で ある . 


1” 以下 に , 実用 上 , 公式 と し て 役立つ いく つか の 恒等式 を 列 共 す 
る . これ ら の 掛 算 を 実行 し て の 検証 は 各自 に まかせ る . 


ーー 
+ー 


(2 填 の 一 〆 十 22 の 十 / ゲ 

(2 一 の ニダ ー222 十 が 

(z 十 の (cz 填 の = テ ァ " 十 (2 十 の z 十 45 

(ZZ 十 の (cz 十 の gcz* 十 (2Z 十 6c)z 十 67 
(2 填 の ? 王 の 十 3ZZ の 6 十 832 の 十 が 

(2 の? ニダ ー322 の 十 32 が 一 が 

(2 填 十 c)* 王 〆 十 の 十 c* 十 2(5c 十 cg 十 2 の ) 
の ー の ゲーテ (2 一 の (2 圭 の 

の ヴー の =ー(Z2ー の (2Z 十 422 十 の ) 

の 十 の =(Z 二 の (ダー25 十 の ) 

の 十 の 十 c ぴ ー326c 三 (2 十 5 十 c)(ZZ 二 ゲ 十 cーpc 一 cg 一 6 の ) 


2 ーー 寺 三 坪 篤 を 浅 な 
凡人 二 の 寺 守ら 県 8 で うに 


人 AT.1U 居 分 数 式 と その 計算 上 


一式 な どの 分 数 と それ ら の 計算 (すなわち 約 分 通 分 


四則 演算 ) に つい て は , 小学 校 ・ 中 学校 で 学ん で いる . これ ら を 
分 母 ・ 分 子 が 整 式 で ある 場合 に 拡張 し よう . 


リグ 中 細 数 記 ら 3 


I. 分 数 式 の 定義 と 相 等 
4, 万 を 整 式 と する と き , 命 の 形 の 式 を 分 数 式 また は 有 


理 式 と いい 。 4 を その 分 子 , を その 分 母 と いう . 
1* [ 碧 ] - 終 は > の 分 数 式 で ある . 


2" 分 数 式 全 で は 。 が 恒 等 的 に 0 の 場合 は 考え な い . 


e と 9 2 ゞ ゝ 
3” 2 つの 分 数 式 ' 亡 が 等 し 


ぐっ うき 2 つの 整 式 AB AB が 等 し い . 


IL. 約 分 と 通 分 の 原理 
C が 恒 等 的 に 0 で な い 整 式 の と き , 
4 4C 
2 全 2 の 
が 成り 立つ . 右辺 を 左辺 に な お す 変 形 が 約 分 で ある 。. 
TE 計 = み DB な FT 
すなわち , 分 数 式 と し て の 等 式 
ON ① 


ァ *ー] > 十 1 
が 成り 立つ . 
ロ 枯 の as ia 
5 パー な ーー9* パー (?ー2)(Zー3) の 場合 , 47, 
の 分 母 の 最小 公 倍数 ( ヶ 一 1)(z 一 2)(z 一 3) が 共通 の 分 母 に な る よ 


テ こ る 7a 二 9 ァ ーー1 
うに し て = (メー1)(xー2)(xー3)" W (5 語 W(② 雪 の ⑯ 辻 9⑳ 


と 通 分 で きる . 
3* 一 般 に 。 2 つの 分 数 式 合 。- 全 に つい て は 。 を 共通 分 母 に 


用 い , 

2 。 ノ 4 44 46 

7 人 27 ら 人 生 ら 7 人 旧 7272 
と 通 分 で きる . し か し 共通 分 母 の 次 数 を で きる だ け 小 さく し た い 
と き に は , 万, の 最小 公 倍 数 を 共通 分 母 に な る よう に 通 分 す 


る . 


中 . 
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分 数 式 の 四則 

分 数 式 の 加法 。 減 法 は , 通 分 し て お いて か ら 
4 トキ 2 証人 あ 
Mn 2 20 C 


に し た が っ て 計算 する . 


分 数 式 の 乗法 。 除法 は , それ ぞ れ , 
422 
記 ー ニ ※ ん 委 272 あ きも ① 


2 2 2hSnBS 702 キ 1T で ② 
肪 語詞 朗 太 用 万 47 


に よっ て 定義 さき れる. 


と も 書く 。 この よう に 。 分 母 , 分 子 が ま 


た 分 数 式 に な っ て いる 式 を 繁 分 数 式 と いう . 


4 
0 2 


デー4 、 (2 三 9( の ド 2c 
ュー の 9 ァ ( ァ ー2) 2 
5 


4 
が 三 
2 


ぅ の (大 き な 水 平 線 の 上 下 の ) 分 母 。 分 子 に * を か け て , 


1 一 
導 


4 
の 24 の 王 20( 2) 
の の ニク 

9 


士 2 
1 


と し て も よい 。 
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人 AA1.1) 式 の 証明 人 


Ta 二葉 
た と えば , > を ふく ず む 等 式 >“ー4 三 0 は 。 ァ 孝 2。 一 2 の 2 つの 
値 に 対し て し か 成り 立た な ない. それ に 対し て , 等 式 
( ァ ー2)(z 十 2) テ ァ *ー4 
は , が どの よう な 値 を と っ て も 成り 立つ . 
この よう に , ふく まれ る 文字 (変数 ) が どの よう な 値 を と っ て 
も 成り 立つ 等 式 を 恒等式 と いう . 


1 (> 填 2% 三 24z 二 4 0 0 Ohttst ③① 
は ァ に つい て の 恒等式 で ある . この よう な と き , 
“① は に 関し て 恒 等 的 に 成り 立つ "と いう いい 方 も する . 

2" (> 十 2/ パ ーッ ツ 十 2zy 十 の" は 。 。 が どの よう な 値 を と っ て も 成 
り 立 つ 。 し た が っ て , >, 2 に つい て の 恒等式 で ある . 

o 1 

: 守 
は , 分 母 を 0 と する 値 を の ぞ け ば , 任意 の > に 対し て 成り 立つ . 
分 数 式 に 関す る この よう な 等 式 と 恒等式 と よぶ こと が ある 。. 


IT. 計算 の 基本 法則 と 恒等式 

加法 ( 減 法 ) お よび 乗法 の 基本 法則 , すなわち , 交換 法則 結合 
法則 , 分 配 法則 は どの よう な 数 に 対し て も 成り 立つ し た が っ 
て , これ ら の 法則 に よる 変形 で 導 か れる 等 式 は 恒等式 で ある . 

た と えば , ( ヶ 十 め の ( ァ ー2) に 対す る 次 の 変形 は その 例 で ある . 


(z 十 9 の )(*ー の テッ ァ ( ァ 一 の ) 十 9( ァ ー? の ) [分 配 法則 ] 
am [分 配 法則 ] 
ーッ デーzy 十 zg 一 の 7 [交換 法則 ] 
(>? 十 ( 一 xy 十 zg)) 一 の [結合 法則 ] 
三 %9 三 の 2 


乗法 の 展開 公式 お よび 因数 分 解 の 公式 は 。 そこ に 用 いら れる 
文字 に つい て の 恒等式 で ある . 
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分 数 式 に 関し て は , 計算 の 基本 法則 お よび 通 分 ・ 約 分 に よる 変 
形 で 導 か れる 等 式 は 恒等式 で ある . 


臣 . 等 式 証 明 の 手順 
た と えば , 等 式 
(z 寺 の * 十 (2 一 の * テ 2(2 二 79 の ) 
を 証明 せよ と いう 課題 は が の の に つい て 便 等 的 に 成り 立 
つこ と (すなわち, ② が 恒等式 で ある こと ) を 証明 せよ と いう 課 
題 で ある . 
この よう な 等 式 証明 を 処理 する 方 針 と し て , 次 の 三 つ が ある . 


i) 一 方 の 辺 を 変形 し て (I で 述べ た よう な 変形 に より ) 
他 の 辺 を 導く . 

ii) 両辺 を それ ぞ れ 変形 し て 同じ 式 へ と 導く . 

操 ) 両辺 の 差 が 0 で ある こと を 示す . 


IV. 整 式 の 間 の 恒等式 

げ (z)。g(z) が ヶ の 整 式 で ある と き , 7(z) と 9() が 恒 等 的 に 
等 し いた め の 条 件 ,。 すなわち , 等 式 

7(Z) 三 g 々 ) 
が に つい て の 恒等式 で ある た め の 条 件 は , 
7( 々 ), 9) の 各 次 数 の 係数 が 一 致す る 。  ……… ⑥) 

こと で ある 。. 

も し , ア (z)。 gz) の 次 数 が を こえ な いこ と が わか っ て いれ 
ば 。③ は 

(>)= テ 9(z) が の 異な る z 十 1 個 の 値 に 対し て 成り 立つ 
で お き 換 える と こと が で きる 。 


2 ル (SAS 上 の 事実 の 応用 に つい て は 。 g 少 B.126, B.128 


V. 条件 つき の 等 式 の 証明 
7 ご IGSZSISS 
の 2 キア 下山 三 0 IS ④ 
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の と き , "1 で ある こと を 示し た いと する . その と き , ④ を 2 
次 方 程 式 と し て 解い た 解 を 三 乗 し て 1 に な る こと を 確 め る の も 
2 の pptG あ の) 証 と Xe 
タダ"ー1 三 ( ァ ー1)(z7 十 ァ 十 1) 

と 因数 分 解す れ ば , 条件 ④ の も と で 等 式 一 1 が 成り 立つ こと 
が 明瞭 と な る . 

この よう な 証明 法 は , も っ と 複雑 な 条件 の も と で の 等 式 の 
明 に も 適用 で きる . た と えば ぱ ば , 


同 | 


g 十 6 の 十 c モ 0 0 0 ht ⑤ 
の も と で 。 等 式 
の が 二 が の 二 6 の 39320 を 60 レレレ レレ mee ⑥ 


を 証明 し た いと する . この と き , 因数 分 解 
の 十 の の 十 co"ー32 の c 
三 (2 十 6 十 c)(〆 十 ゲ 十 co“ ゲー の c 一 cg 一 6 の ) 
を 知っ て いれ ば , 条件 ⑤ の も と で ⑥ が つね に 成立 する こと が 
た だ ち に 得 ら れる . 


1" 上 の よう に , あたえ られ た 条件 の も と で 0 と な る 因数 を くく り 
出す 証明 は 成功 すれ ば あざ や か で ある . より 手堅い 方 法 と し て , 
“文字 の 消去 "が ある . 

⑥ に つい て いえ ば , ⑤ よ り 
c 三 ー(Z 填 の 
で ある . これ を ⑥ の 両辺 に 代入 する と , 
の 十 の 十 の で ニー の 二 ゲ ー(g 寺 の" 
三 ゲ キキ が パー の 一 3 の 一 32 が 一 が 
テー3g*pー3g/* 
お よび 
32 の 2c デ ー32 が (2 十 め ) 
ーー3g” ヵ 一 3 が 
が 得 ら れ , ⑥ の 成立 が わか る . 
この よう に , 与え られ た 条件 を 用 いて 文字 の 消去 が 可能 な と き 


は , 証明 する べき 等 式 は 残っ た 文字 に つい て の 恒等式 で ある . 


さき 


2" 比例 式 を 条件 と する 等 式 証明 お よび , その 他 の 問題 に つい て は 
数 A の 範囲 を や や 越え る が , 実践 的 立場 か ら B 篇 で 学ぶ こと と す 
る . 
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A1.12! 等 式 の 基本 性 質 相 


実数 に は 大 小関 係 が ある . すなわち , 任意 の 実数 2。 の に つい て 
の ジ の 5 2 三 の 認 2SS の 
の 3 つの 関係 の うち , 必ず どれ か 1 つが 成り 立つ . 


1? c く < と >c と は 同じ 意味 で ある . 
大 小関 係 に つい て は , 次 の 法則 が 基本 的 で ある . 


g> と 6 ーー g 寺 Te と >60 二 CO ① 
2 の 請 力 Ci の 証 C と > UIーーー ジ 二 が 6 の 976 。 REN ET ② 
の 5 の 8 が 3 つ 当 の ジー2 WP20 間 遇 ドド ドド ーー ③ 


2" > ちの 両辺 に 一 ち を 加え る と ① に より , 
ンー の IP() 謗 ie ④ 
と な る . 逆 に , ④ が 成り 立て ば , 両辺 に の ゥ を 加え る と ① に より 
Z> ち が 得 ら れる . よっ て , 次 の 定理 が 成り 立つ . 


[定理 ] 
実数 2。 の に つい て は , 


og シム を g 一 6 ジ 0 
gc ぐ の と g 一 めぐ 0 


3” g> の 2 の 両辺 に 一 々 を 加え る と 0>ーg 圭 2. この 両辺 に 一 ヵ 
を 加え る と 一 j>ー る 2 と な る . これ は 一 <ー ム と 同じ で ある . 
すなわち , 次 の 公式 が 成り 立つ . 

の 2 に ーー ーg く マー ム . ea 181aie ⑤ 
よっ て , “不等式 の 両辺 の 符号 を 変え る と (両辺 に 一 1 を 掛け る 
と ), 不 等 号 の 向き は 逆 に な る ". 

次 に ,。 g> の 2 の と き , 両辺 に 負 の 数 c<0 を 掛け て みよ う . こ 
の と き 一 c>0 で ある か ら , ② に より (一 c)Z>( 一 c) の すなわち 
ーcg>ーc の 5. ⑤ に よっ て (両辺 の 符号 を 変え て ) cg く c5 と な る . 
すなわち , 次 の 法則 が 得 ら れ た . 

2205 認 2S の 記 らく 3() 必 三瀬 2GSW の 6 寺 - |) 0 ⑥ 
いい か えれ ば , 不等式 の 両辺 に 負 の 数 を 掛け る と 不 等 号 の 向き 
が 逆 に な る . 


0 Su 詳 数 MI 式 


4* 実際 問題 で は 前 頁 の 2* の 定理 を 適用 する こと が 意外 に 多い . 
その 場合 に は , 2 一 2 の 符号 の 判定 が 大 切 で ある . 
関連 し て , 次 の 事実 を 確認 し て お こう . 
0 で な い 実 数 A。B に つい て は , 
用 。 万 同 符号 < 人 連 4 ぢ >0 
用, 万 異 符号 で 連 4 ぢ <0 


AA1.1 絶対 不等式 M 


I. まず , 例 に つい て 考え る . > を 実数 と する と , 


の 0 22 テ 0 

RE、 had の 
で ある か ら , 

00 昌 の < 。 の 。 コ CD GSBohe の 


は , つね に 成り 立つ 。 こ の よう に し て 含ま れる 変数 が どの よう 
な 実数 値 を 取っ て も 成り 立つ 不等式 を 絶対 不等式 と いう . 
⑨② に よれ ば 

ー ア “ミミ 0 

ァ * 十 >0 
も , 絶対 不等式 で ある . 

また , y。 ? ヶ が 実数 の と き は 

ァ “ 十 7 且 0 ie ③ 
は つね に 成り 立つ 。 よっ て , ③ は 2 変数 の 絶対 不等式 で ある . 
与え られ た 不等式 が 絶対 不等式 で ある こと を 示す (つね に 成 
り 立 つこ と を 示す ) に は , 両辺 の 差 を 考え た り , し か る べき 変 
形 を 行っ た り し て , 基本 的 な 絶対 不等式 

アテ 0。 アダ 圭 22 笠 0 
な ど に 帰着 する の が 定石 で ある . 


2 2 
員 の の 


右辺 左辺 =>(〆+ ど 27) ニ (o の * 
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と ころ が (2 一 の "人生 0 は つね に 成り 立つ . 
よっ て , ④ は つね に 成り 立ち , 絶対 不等式 で ある . 等 号 は 2 の 
の と き に 成り 立つ . 


正 数 に 対す る 絶対 不等式 
た と えば , ァ >0 と する と ,。 アァ は 実数 で ある 。 し た が っ て , 
1I の 1? の の に お いて 

1 


gー ア アァ, の 


お NG と 2 が SG きる の 20 の と 
1 ミッ 一 (20 上 症 還 に 2 ① 


が 得 られ る . 等 号 が 成り 立つ の は なー 坊 の と き 。 す な わ 
ち ァ ー1 の と き で ある . 
① の よう に 。, 変数 の 変 域 が 制限 を 受け て いて も , そこ で つね 


に 成り 立つ 不等式 を 絶対 不等式 と いう こと が ある 。. 


I 生 人 の ド の SUIS じ 6 で 
ーー 相 加 平均 。 ソ Z5 相 末 平 均 
の 大 小 を 比べ よう . 


“さり 生 寺 の トー の な 72 大 


ー が (ツー75 き 0 


で ある か ら 
の 7】 (2, 2>0, 等 号 は 2 三 の の と き ) ……… ② 
が 成り 立つ . これ を 
相 加 平均 = 相乗 平均 mt @ 


の 定理 と いう こと が ある . 


⑧ は 3 つの 正 数 に 対し て も 成り 立つ . すなわち 
7 の 7 の (2, の c>0, 等 号 は 2 三 の 王 c の と き ) 
ここ とこ で, は , 3 乗 根 を 表す 記号 で ある . ( mg" 数学 1 ) 
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皿 . 最大 ・ 最 小 と 絶対 不等式 
た と えば , ァ >0 を 変 域 と し て 
邊 
だ 
を 考え る . I の ① に よれ ば , 

ア 7(z)=1 が つね に 成り立ち, ァ ヶ 1 の と き は 等 号 成立 ……① 
で ある . これ は , ァ >0 の 変 域 に お ける 7(z) の 最小 値 が 1 で あ 
る こと を 意味 し て いる . 

一 般 の 7(z) に つい て も, ある 定数 を に 対し て 

(の に 0 還 本 2 の) 
が つね に 成り 立ち ,(② が 絶対 不等式 で あり ), 変 域 の どれ か 
の 点 で ② の 等 号 が 成り 立て ば , を は 7() の 最小 値 で ある . 
逆 に , 7() の 最小 値 が を な ら ば , ② は つね に 成り 立つ . 
な お , 7( ヶ ) の 最小 値 が な を より も 大 きけ れ ば 
げ (>)> ん 
が つね に 成り 立つ こと に な る . 

この よう な 考察 は 変数 が 2 つ 以 上 出 て くる 場合 に つい て も 

同様 で ある . 


げ ( ヶ ) テ ァ 十 


i ーッ ァ * 十 xy 十 97 十 ヶ (z, ヶ 実数 ) 
に つい て 考え る . 


アー( 2 た 


最後 の 行 の 等 号 は ァ + 隆 0 十 合 0 の と き , すなわち , 


ァ ー キ ッ ーー 信 の と き に 成立 する . 


こう し て , の 最小 値 が 一 訪 で ある こと, し た が っ て また 。 


ダ ト zy 上 の ミー 玉 


が 絶対 不等式 で ある こと が 示さ れ た . 
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A1.1 条件 と 命題 』 


I. 命 題 (めい だ い ) 
文 や 式 で 表現 され た 主張 で , それ が 正しい か 正しく な いか 
が 定まる も の を 命題 と いう . た と えば 


17 は 実数 で も る 。 00 00 。  …ir… ① 

2 りー ia 水 寺泊 未 折 寺 ee の) 

2 三 2 と な る 実数 * が 存在 する 。 。 ……… ③ 

すべ て の 実数 > に 対し て z ア >ー1 と な る ……… ④ 
は いずれ も ゃ 命題 で ある . 


命題 正しい と き ,。 それ が 成り 立つ 。 あるいは, それ は 真 
で ある と いう . 正しく な い 命 題 は , 成り 立た な ない,。 ある い は , 
偽 で ある と いう . 

上 の ①, ③, ④ は 真 で ある が , ⑨② は 偽 で ある . 


II. 条 件 
た と えば , 実数 > に つい て の 不等式 
26ESSSS ① 

は , y 三 1 を 代入 する と , 1>72 と いう 億 な 命題 と な る . し か 
し , ァ y デ 2 を 代入 する と , 2>Y2 と いう 真 な 命題 に な る . 

この よう に , 変数 > を 含む 文 で 。 > の 値 を 定め る と 命題 に な 
る も の を , > に つい て の 条件 ,。 ある い は 単に 条件 と いい , 
が 々 ), 2(Z), ある い は 簡単 に ヵ 7 な ど で 表す . 

条件 が x) に お ける 変数 > の 変 域 を 条件 が ) の 全体 集合 
と いう こと が ある 。 


l 不等式 z?>2 は , 実数 > に つい て の 条件 と 理解 され 
る . * に つい て の 方 程 式 ., た と えば , >* 十 2 ァ ー1 三 0 も , 実数 解 を 
考え て いる と き に は , 実数 > に つい て の 条件 で ある . し た が っ て 
全体 集合 は 実数 全体 で ある . 


2” [ 例 2 | 整数 に つい て の 条件 
ゲ ゲ 十 22 は 奇数 で ある 
の 全体 集合 は 整数 全体 で ある . 
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3” 条件 が (z) に 全体 集合 を 添え て 書く と き に は 
が が 々 ) (z と どの) 
の よう に 書く . (全体 集合 が び / の と き ) さら が が z) の 文 を 具体 的 
に 記す と き に は 
が ァ ) : >2 (z 史 ) 
9(2%) : ゲ 十 2z は 奇数 で ある (z 握 W ) 
の よう に 書く . 


4*” ひ を 全体 集合 と する 条件 が x) を 考え る . ひ の 要素 ? に つい て , 
が 2) が 成り 立つ と き , Z は が) を 満た す 
と も いう . 同様 に 
が が 2) が 成り 立た な な いと き , Z は が (z) を 満た さ な い 
と も いう . 


皿 . 条件 と 真理 集合 
ァ に 関す る 条件 
が が 々 ) (Ge) hit ① 
に お いて ,。 が y) を 満た す ヶ の 集合 全体 の 集合 ア を 考え , これ 
を , 条件 ヵ の 真理 集合 と よぶ こと が ある . すなわち 
アー “ ヵ の 真理 集合 ” = ニ (> と | ZZ) が 成立 ) ……… ② 


中 実数 > に つい て の 条件 
の (EZ2ー2 全 お 3 の ひ 計 の (2 の)SE2s 二 二 1 
の それ ぞ れ の 真理 集合 を ア , 〇 O と お け ば 
アテ {/2, 一 2 ),。 ニテ g 空 集合 
2? [ 例 ] > に つい て の 条件 
が ァ ) : ( ァ ー1)( ァ ー2) く 0 
g() : z(> 一 1)( ァ ー2)>0 
の それ ぞ れ の 真理 集合 を , 〇 ⑦ と お け ば 
アニ {|1 く <2) 
の 三信 OS の SI まだ は 2 く < 
= 人 z|0 く < くく 1)U{z12 く ヶ ) 
数 直線 上 で の ア , @ の 図示 
3 


(= て ーー 一 ーーーーーーーーー 
1 2 
9 朋 

0 1 2 


$1 A 篇 (基礎 理論 25 


IV. 条件 の 否定 ・ 合 成 
び を 全体 集合 と する 条件 が z), 9(z) に つい て 考え る . 
“が (z) で な い ” と いう 条件 を ヵ の 否定 と よび 。 あ あるいは 
ヵ () で 表す 
Z を り の 要素 と する と き , 
が 2) が 成り 立た な い を - つ ヵ (2) が 成り 立つ , 
が (2) が 成り 立つ を 飼 が が 2) が 成り 立た な い . 


1? ヵ の それ ぞ れ の 真理 集合 を , ア と お け ば 
アテ {( ァ りり | た だ し >) 
ー( ひ に関する) ア の 補 集 合 
で ある 。. 


2* [ 例 ] 実数 > に 関す る 条件 ヵ : >“>2, の 否定 ) は 条件 >“ ミ 2 
で ある . ヵ , の の それ ぞ れ の 真理 集合 /) ア は 次 の よう に 図示 さ 
れる . 


ぢ 


さて , “が (z) か つ 2(Z)” は ァ の 条件 で ある . それ を 記号 で は , 
次 の どれ か で 表す . 

の 了 約 RED825 議 の 30G 記 7 議 の 06 0 "| リー……… ① 
条件 の か つ 2 を 満た す 要 素 2 り は , が >) を 満た し , か つ g() 
を 満た す 要 素 で ある . 

み の それ ぞ れ の 真理 集合 を , @O と お け ば 
の みか つの 真理 集合 =PTO _。 ……… の 
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で ある . すなわち , 2 つの 条件 を “かつ” で 合成 し た 条件 の 真理 
集合 は 。 も と の 真理 集合 の 共通 部 分 と な る . 

同様 に , “が (z) また は 2(z)” も の 条件 と な る . この 条件 を 記 
号 で は 次 の どれ か で 表す . 

の ES7GIGRK2G の ROC 702 の YO 議 際 ee ③ 
条件 あゆ また は 2 を 満た す 2 び は , が z)。 2(z) の 少な く と も ゃ 一 
方 を 満た す 要 素 で ある . し た が っ て 

の また は の 真理 集合 =PU6O 。 0 ……… ④ 
すなわち , 2 つの 条件 を “また は "” で 合成 すれ ば , 真理 集合 は も 
と の 真理 集合 の 和 集 合 で ある . 


8 実数 > に つい て の 2 つの 条件 が 
如 z): 0 く の る く 2. 2(Z) 1 ミミ Z ミ 3 
の 場合 に は , あか つ 2, の また は 2 を 次 の よう に 書き か える こと が 
GS 
の た Ge ウ 二 7 有三 2 に 3 の 
の まり 7 ら ( が (50OS の SO 


ゆ 


ヵ か つ 2 ヵ ま た は 7?4 


4” 要素 2 が 条件 “の また は 2"” を 満た さ な い の は , 
が 2 の , 2(2) の どちら も 成り 立た な いと き で ある . すなわち , 
ヵ (2), 9(2) の どちら も が 成り 立っ て いる と き で ある . よっ て 


防 計 9 memecemeset 9 
同様 に 

の 入 3 う 57 衣 >337 人 20 。 ⑥ 
も 成り 立つ 記号 人 , V を 用 いれ ば 

ヵ A2 王 あ VZ。 2 の V ツ 9 一 の AA ……… の 


と な り , 集合 に つい て の ド ・ モ ル ガ ン の 法則 と 平行 な 法則 が 成り 
立つ こと が わか る . 
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V. 条件 か ら つ くら れる 命題 * 

を 全体 集合 と する 条件 が z) が 与え られ た と き , 

dg2N の ) 2 (に OUNiG が >) が 成り 立つ 。 ……… ① 

と いう 主張 は 正しい か , 正しく な いか の どちら か で ある . す な 
わ ち ① は 命題 で ある . 

① が 成り 立た な い の は , が が) を 満た さ な い よう な 要素 が 
の 中 に 少な く と も 一 つ 存 在 す る と き で ある . 

命題 の を , が が z) に つい て の 全 称 命題 ある い は , for-all- 命 
題 と よぶ こと が ある . また , ① の 代わ り に 


V ァ , が が) BdG つ CE ② 
と 書く こと が ある . 全体 集合 を 明らか に し た いと き は 

隔 間 半 ee ③ 
の よう に 書く . 


1” [ 例 ] > が 実数 を 表す 変数 で ある と き , 
ず べ で の 対し で 22 半 22E2 タ 0|| 0 ④ 
は 真 な 命題 で ある . し か し 
2 や で の が (ek2 の 20 目 議 ま 百科 ⑤ 
は 偽 な 命題 で ある . 


2* ① の 主張 に 反論 する 。 すなわち , ① が 傷 で ある こと を 示す た め 
に は , が が 2) が 成り 立た な いよ うな の 例 を 一 つ 挙 げ れ ば 十 
分 で ある . この よう な 例 を ① が 偽 で ある こと を 示す た め の 反 例 
(counter example) と いう . 

た と えば ⑤ に 対す る 反 例 と し て > ニー1 を 取る こと が で きる 。. 
その と き 

左辺 ニー1, 右辺 =0 で ある か ら ⑤ は 満た され な い . 
同様 に , y テ 0 も ⑤ の 反 例 と し て 通用 する . 

左辺 0 と な る が , 0>0 は 成立 し な いか ら で あ る . 


さて , ① と な らん で , 次 の 主張 も 命題 で ある . 
が が ヶ ) を 満た す よ うな 要素 > が 存在 する 。 ……… ⑥ 
この 命題 ⑥ を , z) に つい て の 特 称 命題 ある い は , 
there-exists- 命題 と よぶ こと が ある . また ⑥ の 代わ り に 
ヨッ ,。 が 々 ) DOGDOOC ⑦ 
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と 書く こと が ある . 全体 集合 を 明らか に し た いと き は 
ん も う ) 
の よう に 書く . 


3” [ 例 ] > を 実数 を 表す 変数 と する と き 。, 


ヨ 凍 生 5 の (0 

の  2 の 人 im2 婦 SS 
は 真 で ある が , 

ヨッ ァ 。 の * 土 2z1 く 0 
は 億 な 命題 で ある . 


4” Y ァ , が y) が 成り 立た な い の は , ヵ (r) を 満た す 要 素 が 存在 す 
る と き で ある . また , ヨ ァ , が z) が 成り 立た な い の は , すべ て の 要 
素 が が (>) を 満た さ な い , すなわち , すべ て の 要素 が ヵ (z) を 満た 
す と き で ある . 

こう し て 次 の 公式 が 理解 で きる . 


Yz, が >) ニ ヨッ ァ , ヵ () 
邊 弧 語 6 大 MM255 2 の) 


AA1.12 必要 条件 ・ 十 分 条件 旧 


IT. 仮定 と 結論 
数 学 に お ける 命題 は 。 た と えば 
72<4 な 2 ら ば に 2<92 の 392 
の よう に , 2 つの 条件 が (z), 2(z) を 用 いて , 
が z) な ら ば 2?) OO の の im ① 
の よう に 述べ られ る こと が 多い . 
① の よう な 形 に 述べ られ て いる 命題 に つい て , 
が z) を 仮定 , 2(z) を 結論 と よぶ . 
な お , ① の “なら ば ” の 代わ り に 一 を 用 いて , 
の ーー ララ 守 の 
と 書く . 
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1” ① を が >), 92(z) か ら つ くら れ た 含意 (が ん い ) ある い は 
if-then- 命題 と よぶ こと が ある 。. 


IT. 必要 条件 ・ 十 分 条件 
ァ の 変 域 を びと する . この と き , 命題 
か ーー タツ!) 当 ま や に Cm ここ うま の 生 ① 

が 真 で ある の は , 

が ァ ) を 成り 立た な せる すべ て の に 対し て (>) が 成り 立つ 
と 党 訟 ある 

し た が っ て , が (@) が 成り 立つ に も か か わら ず 2(2) が 不成立 
と な る よう な go が 存在 すれ ば , 命題 ① は 偽 で ある . 


1” すなわち , が >) を 満た す が (>) は 満た さき ない の 要素 ? は ① 
が 偽 で ある こと を 示す 反 例 で ある . 


2 つの 条件 ヵ 一 が ァ ), 9 の (z) に つい て ,。 命題 
の 
が 真 で ある と き 。, 
条件 ヵ は 条件 ? の 十分 条件 で ある 
MAN) 二 ま 7E 下 CC の 5 さ な 
条件 2 は 条件 ヵ の 必要 条件 で ある 
Ve の 


28 ヶ が 実数 を 表す と き , 
(1 に 9 くき ーーー 一 2 / に バー oo の) 
は 真 で ある . し た が っ て , 
条件 0< ヶ <2 は , 条件 zZ<4 の 十分 条件 で ある . 
この よう に , 十分 条件 は 他方 の 条件 の 成立 を 保証 する の に 十分 
な 条件 な の で ある . 
同じ く , ② が 真 で ある か ら 
条件 z?<4 は , 条件 0<* く 2 の 必要 条件 で ある . 
この よう に , 必要 条件 は , 他方 の 成立 に と も な っ て 必然 的 に 成 
り 立 つ 条 件 な の で ある . 
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皿 . 必要 十分 条件 
ァ に つい て の 2 つの 条件 ヵ 一 が z), 2 テ 2(z) に つい て 。, 
の 一 うう 200 | | TI WW で ① 
が 真 で あり 。 かつ , 
の ーー の 5 で や UM ココ し こま 記 財 os ② 


も 真 で ある と き , ヵ は の 十分 条件 で あり , か つ , 必要 条件 で 
も ある . この こと を , 
み は g の 必要 十分 条件 で ある 
と いい 表す . この と き , は ヵ の 必要 十分 条件 で も ある . 
上 の ①, を まとめ て , 
半生 ③ 
と 書く . 
すなわち , ヵ の 9 が , た が い に 他 方 の 必要 十分 条件 と な る の 
は , ⑧ が 成り 立つ と き で ある 。. 


ァ が 実数 を 表す と き , 
ー2 こ ? く 2 を 2 く 4 
が 成り 立つ . 
し た が っ て ,。 一 2 く ヶ く 2 は z* く 4 の 必要 十分 条件 で ある . 
また , y* く 4 は 一 2 く ヶ く 2 の 必要 十分 条件 で ある 。 


1” 2 つの 条件 ヵ 2 に つい て 
の < ニョ 7 
が 成り 立つ と き , すなわち , 両方 の 条件 が た が い に 必 要 十 分 条件 
に な っ て いる と き ,。 ヵ かと の は, 同値 で ある と いう .。 
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人 A1.1 論 証 


I. 逆 
2 つの 条件 ヵ 一 0 ァ ), 9 王 9 の (y) で つく られ る 命題 
ヵ か ーー ラク 0 ① 
を 考え る . 
さら で の 7 を れ が か え だ 命 
の ーーー ン の 証 応寺 未 泊 泊 線 ⑨) 


を , も と の 命題 の の 逆 と いう . 


1" [ 例 ] 実数 * に つい て の 条件 
5222 の 
の :ー 半 が 2 っ ン 4 
を 考え る . この と き , 命題 カーク 2 は 
ァ >2 ーー タテ 4 0 ③ 
を 意味 し , これ は 成り 立つ . 
の 逆 は , 
2 ーーー 清 が ジグ 
を 意味 する が , これ は 成り 立た な い (> く < 一 2 な ら ば 左辺 が 成り 立 
つの に 右辺 が 成り 立た な いか ら で あ る ). 
一 般 に , (も と の 命題 が 真 で あっ て も ) 
逆 は 必ず し も 成り 立た な い . 


IL. 対 偶 
上 の [ 例 ]」 の ヵ 9 に つい て 。 それぞれ の 否定 の ,。 9 を つく っ 
て みる と , 
2 


の 4 


SI 
| 


と な る . 
7 が 成り 立つ と 仮定 する と , 一 2 ミ ァ ミ 2 で ある か ら , ヵ が 
成り 立つ . すなわち 。 
9 うう あ ヵ 
が 成り 立っ て いる 。. 
命題 カー 7 に 対し て , 命題 
9 一 飼 ち 
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を も と の 命題 の 対 偶 と いう . 
一 般 に , も と の 命題 が 真 な ら ば 対 偶 も る 真 で あり , も と の 命題 
が 偽 な ら ば 対 偶 も 倫 で ある . すなわち , 
も と の 命題 と その 対 偶 と は 真 偽 を 共に す 
の で ある 。. 


1” も と の 命題 と その 対 偶 と は , つね に 真 偽 を と も に する こと が わ 
か っ て いる の だ か ら , 命題 ヵ 一 2 を 証明 せよ と いう 課題 に 対 
し て , 対 偶 2 一 ヵ を 証明 し て も よい ( 対 偶 を 取っ て 証明 する 
と いう .) 


2” 命題 カー 2 に 対し て , 命題 ち 一 を 裏 と いう. 裏 は 
送 の 対 作 で ある . 


臣 . 背 理 

計 Ph ある 命題 を 証明 し た いと き に , 

7 が 偽 で ある と 仮定 する と 矛 盾 が 導 か れる 
こと を 証明 する 方 法 で ある . 矛盾 が 導 か れる の で ある か ら , 
が 偽 で ある と の 仮定 が 不成立 . し た が っ て , zz が 真 で ある と 
断定 し て よい か ら で あ る 。. 
具体 例 に つい て は 教科 書 で 学ん で いる は ず で ある が , 簡単 
な 例 に より 考え 方 を 納得 し ょ う . 


貞 次 の 命題 を 証明 し た い . 


は 有限 小数 で は 表せ な ら 。 の ① 
① の 主張 が 偽 で ある と 仮定 する . すなわち 
は 有限 小 艇 で 表せ る . 2 の! 


と 仮定 する 。 < 5 が 小数 点 以下 ヵ 桁 まで の 有限 小数 で 表せ た と す 


る と 
計 二 2 
96 107 

が 成り 立つ よう な 自然 数 が 存在 する . より 
107 三 27・57。 96 三 3・32 三 3・25 

を 用 いて 


$1 A 篇 (基礎 理論 39 


22s52=98 の 2522 | 委 |「NNSNRIJIIN it 上 ④ 
④ の 右辺 は 3 の 倍数 で ある . し か し ④ の 左辺 は 素因 数 3 を 含ま な 
い の で 3 の 倍数 で な い . 3 の 倍数 の 自然 数 と 3 の 倍数 で な い 自然 
数 が 等 し く な る こと は な い . よっ て ④ は 矛盾 で ある . し た が っ て 
⑨② は 真 で は あり 得 な い . よっ て ① が 背 理 法 に より 証明 され た . 


2* 背 理 法 の こと を “矛盾 に よる 証明 法 " と いう こと が ある 。. 


3" [ 例 ]# 意欲 の ある 読者 の た め に 次 の 有名 な 定理 の 背 理 法 に よ 
る 証明 法 を 示し て お こう . 


[定理 ] (ユー クリ ッ ド ) 
素数 は 無数 に 存在 する . 


証明 : 上 の 定理 の 主張 に 反し て , 素数 は 有限 個 で ある と 仮定 
する .。 すなわち , 素数 の すべ て が , 次 の W 個 で ある と 仮定 す 
る 


かく あく …… に ⑤ 
か は 最大 の 素数 で ある . ここ で 
2 三 ( か メカ X…… 5 ⑥ 


と お く . 次 の こと を 確か め よ う . 


i ) 7% は か , より も 大 きい . これ は か , か …… ぅ か -: の どれ 
も が 2 以上 で ある こと か ら 明 ら か で ある . 


ii) 7 は 素数 で ある . な ぜ な ら , ⑥ の 右辺 の 形 か ら を どの 
か (2? 王 1。 2。…… W) で 割 算 し て も 1 が 余っ て 割り きれ な い . 
自分 自身 と 異な る どん な 素数 で 割っ て も 割り きれ な い 自 然 
数 は 素数 で ある . よっ て Zw は 素数 で ある . 

結局 , 1 ), ii) か ら 最 大 の 素数 ヵ , より も 大 き な 素 数 が 存 

在 す る こと に な り 矛 盾 で ある . よっ て 定理 が 成り 立つ . 血 
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人 A1. 証 整 数 (A1 へ の 補足 ) 


高校 の 教科 書 で は 正面 か ら 取 り 上 げ ら れる こと が な い が , 大 学 
入試 の 立場 か ら も , 代数 学 の 基礎 の 立場 か ら も 重要 な “整数 の 扱 
ぃ い ” を ここ で まとめ て お こう . 意欲 ある 読者 の 学習 の 材料 で ある . 


AT1. 呈 1 約 数 ・ 倍 数 引 


I. 正 の 整数 ヵ に 対し , が 整数 と な る と き , 2 を ヵ の 約 


数 ,、 ヵ を の 倍数 と いう . 

ヵ を 整数 と する と き ,。 1 と の は ヵ の 約 数 で ある . の が これ 以 
外 の 約 数 を 持た な いと き , ヵ を 素数 と いう . た だ し , 便宜 上 
ヵ ー1 は 素数 と 言わ な いこ と に し て お く . 

どん な 整数 も , 素数 の 積 の 形 に 表す こと (素因 数 分 解 ) が で 
きる 。 


12 は 2*・3 と 素因 数 分 解 さ ん る . し た が っ て 12 の 約 数 は , 
0 考 23 二 2 証 322922800 人 2 の 


ル . が ヵ の 約 数 で あり , か つの の 約 数 で も ある と き , / を ヵ と 
9 の 公約 数 と いい , ヵ と 2 の 公約 数 の うち 最大 の も の を 最大 
公約 数 と いう . また ヵ と の の 最大 公約 数 が 1 で ある と き , ヵ 
と の は 互い に 素 ( そ を ) で ある と いう . 


1” 12( 三 2*・3) と 16( 三 2 の 公約 数 は , 1, 2, 2 
最大 公約 数 は 2* 王 4 で ある . 
2* 12( 三 2^<3) と 35( 三 5・7) は 互い に 素 で ある . 


皿 . > が ヵ の 倍数 で あり , か つ 2 の 倍数 で も ある と き , ヶ を ヵ と 
9 の 公 倍数 と いう . ヵ と 2 の 公 倍数 の うち 最小 の も の を 最小 


公 倍数 と いう . 


12( 王 2%・3) と 16( 三 2?) の 最小 公 倍数 は 2*・3 ニ 48 で ある . 
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IV. 2,。 2, c を 正 の 整数 と する . 。 と 2 が 互い に 素 の と き , 
6 は の 7c の 約 数 一作 ? は c の 約 数 
が 成立 する . 
この こと は ,。 次 の よう に 考え れ ば 納得 で きる だ ろう . 
は 整数 で わあ る. し か し 0 と 4 は 互い に 素 な の で 。 2 と 6 


の 間 で 約 分 する こと は で き な い . し た が っ て , も っ ぱら c と gZ 
の 間 で 約 分 が 起き , 分 母 が 1 に な る は ず で ある . これ は 4 が c 
の 約 数 で ある こと を 意味 する 」 と . 


1′ 上 の よう な 納得 の し か た は , 「 約 分 」 と いう 経験 に よっ て 培 わ れ 
た ある 種 の 直感 に 基 い て いる . 


2* 約 数 ・ 倍 数 を 正 の 整数 に 限定 し な い 場 合 ち ある . た と えば , 「3 
の 約 数 は 土 1, 土 3 で ある 」,「 一 6 は 2 の 倍数 で ある 」, 「 整 数 の, 
5 が 土 1 以外 の 公約 数 を 持た な いと き , 互い に 素 で ある と いう 」 
な ど . この と き に も ( 正 と は 限ら な い ) 整数 2Z。 の, c に 対し て , g 
と が 互い に 素 な ら ば , 

は の c の 約 数 一 作 2 は c の 約 数 
が 成立 する . 


AA1. 征 忌 方 程 式 の 整 数 解 1) 


IT. 方 程 式 
3 アー22 
を 満た す 整 数 >。 ヶ の 組 を すべ て 求め よう . 2 ヶ に 等 し い 3z は 
2 で 割り 切れ る が ,。 3 と 2 は 互い に 素 だ か ら , > は 2 で 割り 切 


れ な けれ ば な ら な い . そこ で - 一 % と お く と 。 ヵ ーー3 と な 


る . よっ て , 上 の 方 程 式 の 解 と し て 


(z,。 の (2。 3) (は 整数 ) 
を 得る . 
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TU. 方 程 式 
3 の ニク ーー 引 COO ① 
の 整数 解 を すべ て 求め よう . (>, ヶ ) ニ (1, 1) は 1 つの 整数 解 で 
ある , すなわち 
[に ニク (ci た 王 引 還 床 泊 Aeoe ② 
ここ で ① と ⑨② の 差 を と る と , 
3(*ー1) 一 2( ヶ ー1) テ 0 
3(*ー1) テ 2( ヶ 一 1) 
と な り , 3( ァ ー1) は 2 で 割り 切れ る か ら ァ ー1 が 2 で 割り 切 
れる こと に な る 。 
そこ で ーーー と お く と リー1 デ 8 どなり 
(z。 9) テ (2% 十 1。 3 十 1) (Z は 整数 ) 
を 得る . 


>。 上 記 の よう に し て , た だ 1 組 の 解 (z。 2)= ニ (1, 1) か ら , 
、 その 他 の すべ て の 解 が 得 ら れる . し か し , 
2 ァ 十 4y 三 1 
の よう に (左辺 は 偶数 , 右辺 は 奇数 だ か ら ) 整数 解 を も た 
な い 方 程 式 も ある . 
そもそも 方 程 式 2Zx 十 0/ 王 c が 整数 解 を も つか どう か 
( つ WSKG は 上 Es の 4 5 


AA1. 評 8 方程式 の 整数 解 (②) M 


I. 方 程 式 
y ヶ 三 10 
を 満た す 整 数 ヶ 。 〉 の 組 を すべ て 求め よう . 
OK の 汐 必 (35 間 還 2 に 90 だら 計 2 (3 1 還 EE5 電 に 50) 
の どれ か で ある .。 し た が っ て , 
(7 二 の 三 (0) 電 (2 証 直 9 点 (B5| 寺下 (10 衣 0 
を 得る . ( 複 号 同 順 ) 
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TL. 方 程 式 
yy 十 2 ァ ー10 
の 整数 解 を 求め る に は , 上 式 を 
ァ ( ヶ 填 2) ニ 10 
の よう に 書き 換え て , 次 の よう な 表 を 書け ば よい . 


グ 3 


また , 方 程 式 
y み 十 2 ァ ー3z 三 16 


は , 

( ァ ー3)(2 十 2) テ 10 
の よう に 変形 する こと に より , 上 記 と 同様 の 方 法 で 整数 解 を 
求め る こと が で きる . 


公 1. 号 2! 方程式 の 整数 解 3③) 上 


W。 方 租 式 
ァ “ 十 /*ー10 
を 満た す 整 数 ヶ 。 〉 の 組 を すべ て 求め よう . 
明らか に >" ミ 10 で ある か ら ,。 ヶ は 。0, 土 1, 土 2。 土 3 の ど 

れ か で ある . この うち , 対応 する 》 ヶ の 値 が 整数 に な る の は 
ァ 三 圭 1 ( ヶ 三 土 3) と ヶ 三 土 3 ( ヵ 三 土 1) で ある 。 よ っ て 

(の 三 ((。 走 9 の 。 (こも 詩 90 0⑱。 りり (90 
を 得る . ・ 


1” 上 記 に お いて , 円 >? 十 〆ー10 上 の 格子 点 (z,。? 座標 が 整数 で 
ある 点 ) を 求め た の で ある . xy* ミ 10 は ヵ が 実数 と な る た め の 条 
件 。 すなわち , 円 の 存在 する の 範囲 で ある . 
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TL. 方 程 式 
?* 十 yy 十 * 王 3 
の 整数 解 を 求め る . 
上 式 を ヵ に つい て (2 次 方 程 式 の 解 の 公式 で ) 解く . 
ッ ー テ (> エ 712 一 3z9 
特に , 実 根 条 件 12 一 3z?=0 か ら , > は 0, 土 1, 土 2 の どれ か 
で ある こと が 分 か る . 
そこ で 対応 する ヶ の 値 を 調べ る と 次 の よう に な る 。. 


BS の) 
( ァ , の (一 2, 1), ( 科 層 2 (sa ー1), 1, 1), 人 二 
(2, 0 


1 z“ 十 zy 十 2/ 三 3 は 析 円 を 表す . 
(mg 大 学 へ の 数 学 C ニ ュー アプ ロー チ ) 
実 根 条件 12 一 3z? 生 0 は , 椿 円 の 存在 する > の 範囲 を 与え る . 


AA1. 号 避 余り に 関す る 問題 | 


TI. "を 5 で 割っ た 余り が 1 と な る よう な 整数 > を すべ て 求め 
よう . その た め に ァ と を 5 で 割っ た 商 を 7, 余り を ヶ と する , 
すなわち 

マー59 十 ケ 
する と, 
ァ ” 三 257^ 十 109 ヶ 十 7? 
5(52? 十 227) 十 7? 
で ある か ら , 
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"を 5 で 割っ た 余り 1 
を - つ 7? を 5 で 割っ た 余り =1 
と な る 。 と ころ が , ヶ ー0。 1, 2。 3。4 の うち 上 の 条件 を 満た 
す も の は ヶ ー1,。 4 で ある 。 よっ て 
ァ ー5g 十 1, 5 十 4 (2 は 整数 ) 


I. 上 記 の よう な 計算 を 手際 よく 行う た め に , 
ァ ー ヶ は で 割り 切れ る 
を う ァ 三 2 み (mod.2) 
と 定め ,。「 ヶ > とみ ヶ は (4 を 法 と し て ) 合同 で ある 」 と いう こと に 


する .。 すなわち , > と ヶ を o で 割っ た 余り が 等 し いと き に , 
と ヶ は “ 似 て いる "と 考え , 「 合 同 」 と いう の で ある 。. 


1" mod. は , 「 法 と し て 」 を 意味 する ラテ ン 語 modulo の 省略 形 で 
ある が , 最近 は , 
ヶ 半 ヶ mod ある い は 財 ヶ (2) 
な ど と さら に 省略 が 進む 傾向 に ある . 
この よう な 式 (合同 式 と いう ) は 次 の 性 質 を も つ . 
(1) z 財 ァ (mod.2) 
(2) z 財 2 (mod.2) 一 ? 孝 z (mod.2) 
(3) > 財 ヶ (mod.2) か つ ? 財 < (mod.2) 一 zz (mod.2) 
6 (mod. る ) | 二 還 入 (mod.2) 
ヶ 財 の (mod.2) Z2 半 9 (mod.6) 
証明 は どれ も 簡単 で ある , 例え ば (4) に お いて は 
マー アー72 の 
の ー9ー76 
所 お 3 
の ーzy 三 ( 十 22)(2 十 の) 一 
三 (722 十 7Z)6 十 7 の" 
と な り , ダーzy は で 割り 切れ る こと が 分 か る . 
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皿 . 合同 式 を 用 いる と, 1 の 議論 は 次 の よう に 見 や すく な る 。. 
問題 は , 合同 式 
ァ “ 三 1 (mod.5) 
解く こと で ある 。. 
ァ は (5 を 法 と し て ) 0, 土 1 土 2 の どれ か と 合同 で ある が , 
財 0 (mod.5) - z 財 0 (mod.5) 
ァ 土 1 (mod.5) 一 飼 z“ 寺 1 (mod.5) 
ヶ 財 土 2 (mod.5) 一 z“ 寿 4 (mod.5) 
で ある か ら , 上 の 合同 式 の 解 と し て 
ァ 寺 土 1 (mod.5) 


OU 語 sy リー 
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epe9 イ ーーー 
「 ど っ ち が 美 し いか ?」 


「 数 と 式 」 の 単元 で 必ず 学ぶ 公式 に 
1i) の 十 の テ (2 十 の (〆 ダ ー242 十 め 9 
ii) ダー の テ (Z2 一 の (2 十 25 十 6?) 


が ある が , i) は 1i) に 比べ て 「 格 下 」 に, せい ぜ い 「 同 格 」 に 
扱わ れ が ち で ある 。. 

も ちろ ん ,。 の の か わり に 一 とお け ば , 一 方 か ら 他 方 が 演 
繰 で きる の で ある か ら , この 2 つ を 見 て いる 限り で は ,。 どう 
で も 良い の だ が 。 これ ら を 

の = の 3 の ュー の 
の 因数 分 解 (展開 ) の 公式 の 特別 の 場合 と 見 な す と , 風景 が 変 
わっ て くる . すなわち ,。 i) は 
9 選 の ご (2 の (2 トド の 2 6 ド 20 の 北 ーー 

0 エ の 079 上 2 の 2 上 の のり ……(*) 
と いう 重要 な 公式 の , z 三 3 の 場合 で ある の に 対し , (*) に 対 
応 す る 〆 二 6" の 因数 分 解 公式 は , z が 奇数 の 場合 に し か 作 
る こと が で き な い . し か も (*) で , 2 三 1,。 2 ニケ と お いて 得 ら 
れる 

1 一 ヶ ?ー(1 一 7)(1 キ ケ 十 7 十 …… 十 7 和 3 二 ア 2 上 アリ 


は , 等 比 数 列 の 和 の 求め る た め の 基 本 原理 な の で ある / 


2 。 SIl 数 と 式 


B.101 一 ーーーーーー 
次 の 式 を 簡単 に せよ . 
(1) 2/12 一 348 二 7147 (2②) (372 73 )(/3 +72 ) 
(3) 9 三 2 (4) っ 
3 +72 1 填 Y2 十 73 


ーー 
2 押 WeA2N VM8| 5 VA 
根 号 (root) で 表 さ れる 数 の 基本 的 な 計算 に つい て は , 中 
学 で 学ん で いま す 。 新た に 学ぶ こと は , (3 以降 の “分母 の 有理 化 ” で 
す . 


(1) 2J12 一 3/48 二 147 
2/22x3 一 3742x3 十 /72x3 
47 3 一 127 3 十 7/ 3 ニー73 


(2 ) (372 73 )(3 +72 ) 
三 3 6 十 3X2 一 3 一 76 = テ 3 十 276 


分 母 ・ 分 子 に (3) 3 一 72 (9 三 V202 
3 -72 3 72 (73 72 )(/3 72 ) 
を か けた . ー5 一 276 
1 
ここ 1+72 填 73 
分 母 ・ 分 子 に 細 1 填 72 ー73_ 
1 同志 2 計 才 3 {1+72 ) 寺 73 (1 二 72 ) 一 73 } 
を か けた . IS025945 
( 員 司 42023 
IS の 000 
272 
ー マ 2 填 2-Y6 
4 
ぞ 
(5) ア れ お 77 オォ 7 「 5+74 


テア 2 1 十 ア 3 一 72 寺 74 一 73 二 ア 5 一 74 
ーッ 5 一 1 
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に 1 1 邊 | 己 AO226630 お RSS か 0NSEESS2HSSE2 ES 
次 の 2 数 の 大 小 を 調べ よ . 
(1) 3+/20, 56 


② 8+7?, 2/ 着 


RSNSS2SN2IMNNNIISTRSSGSEOSSN お DSRGKRGSEMNMSINOGBOSAMNNMOBIACSB2ORSRMRZETSDNSSOSN0 コ NSHHSHRSYG30IgE5RSSRSSYRSBINBRISSSS2 和 8 計 


[アプ ロー チ > (1) 3+/20=3+275 
二 3 十 2xX2.23 三 7.46 
y56=2714 王 2x3.74 三 7.48 
と 近似 値 を 覚え を て いけ ば , 2 数 の 大 小 を 判断 で きま す が , 記憶 だ け で 
は 証明 に な り ま せん . 
平方 根 を 含ま な い 形 に し て 比較 する の で す . その た め に , 2 乗 し た 
も の の 大 小 を 比較 し まし ょ う . 


匿 結 (1) (3+720 ア ゲー(/567 
ー(29 十 6y20) 一 56 ニ 6720 一 27 ……… ① 
bo 
(6720)* 一 27? ニ 720 一 729 ニ テー9 く 0 
上 
(6720)* く 27? 0 議 暫 あの [US の 7/ 請 隊 詳 認 : ご COCO ② 
と な る の で 。①, ② か ら , 
(3+720 ア < く (/56 7 
3 填 Y20<756 . 


(2) (78T75 アー(2 補 ) 


ー3+72 一 千 =73 と 2 ① 
SG 

(75 ア ー( さ ) =2 0 
用 

ye) 太 2ー ー… @ 
と な る の で 。①, ② か ら , 

8+75 *>(2./ 若 ) 

Y3 二 72 >273 


SI 


(1) 2 の 小数 第 2 位 まで の 正確 な 数 値 は 1.41 で ある こと 
を 証明 せよ . 
(2) 5 の 小数 第 3 位 まで の 正確 な 数 値 は 2.236 で ある こ 
と を 証明 せよ . 
BROSURHINCOEGEBSRRMERRM 半 RGMSSERERNETGRERRSSRNIIMERREERESRNSSSMESSREETIGSGRSESS09600ASRSSGOOSONDSH 
Y2 の 小数 第 2 位 ま で の 正確 な 数 値 が 1.41 で ある と は , 
小数 第 3 位 以下 を 切り 捨て た 値 が 1.41 に 等 し いと いう こと で す . 
な お 。 普及 型 の 電卓 で も と キー を 押せ ば , 
な ど と 表示 され ます か ら , 本 問 は 実用 的 に は 無 意 味 
で す が , 理論 的 に は 大 切 で す . 


(@⑱) 開 が 
1.42* 王 2.0164 


より , 
1.41?<2 く 1.422 
レ だ た が っ て , 
1.41 く 7 2 <1.42 
が 成り 立つ . 
よっ て , 2 の 小数 第 2 位 ま で の 正確 な 数 値 は 
1.41 で ある . 申 
( 2 ) [2.236* 三 4.999696 
本 5.004169 
Ba り 
2.236? く 5 く 2.237? 
( 肝 だ ぶつ 5 
2.236</5 <2.237 
が 成り 立つ . 
よっ て , 5 の 小数 第 3 位 ま で の 正確 な 数 値 は 
2.236 で ある . 血 


[ 注 ] 昌 06 と 本 問 の 解答 は 。 と も に 


6 生 0。 の 生 0 の と き 
Z 和 ミ の 6 を の < ミ が の 
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巳 .104 ーーー 
た 
本 で 計 778 の 小数 部 分 を 2 と お く と き , 
の =〆 十 6g 十 8 の 値 を 求め よ . 


SIGNNSRSNRESESERCFOIRSESSEmnHESSETSSS 


SEE ンー 


[アロ = まう > ーー テー ソ 3+72 =173205 …ー +1.41421 …… 


デ 3.1462 …… で ある か ら , g テ 0.1462 …… で ある .」 

まち が っ て は いま せん が , これ で は , 〆 十 62 十 8 の 正確 な 値 を 知る 
こと は で きま せん . 正 の 実数 に 対し , その 整数 部 分 を z ヵ と すれ ば ぱ , 
小数 部 分 は どの よう に 表せ る の で し ょ うか ? 


解 倫 が と お く と ,。 分 母 の 有理 化 に 
より 
ァ テ 3 二 72 
江 ある 。 と と で 
y2 =1.4142 …… 。 3 1.7320 …… 信 近似 値 を 使わ な 
を 考慮 する と , x の 整数 部 分 は 3 で ある . い 解 法 に つい て 
| の yy トド つ 需 (@ は , mg [ 注 ] 
デマ ー3 
6 三 Y3 圭 72 一 3 
で ある . ゆえ に 
g 十 3 三 3 十 72 


(2 十 3)* 三 (7 3 + ア 2 

… の 十 6g 十 9 三 5 十 276 

と な る の で 
6 三 (2* 十 6g 填 9) 一 1 三 4 十 27 6 . 


[ 注 ] /2, 3 の 近似 値 を 利用 する 上 の 方 法 は 。「……」 と いう 部 分 
が いさ さか 心もとない . この 部 分 を 厳密 に 議論 する に は , 前 問 B.103 
と 同様 に まず 不等式 

1.4 く 72 <1.5 

1.7<73 <1.8 
を 証明 し , これ か ら 

931 くる 3.3 
を 導 け ば > の 整数 部 分 が 3 で ある と いえ る . 
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(1) 娘 を 平方 数 で な い 正 の 整数 と する と き ,。 7 は 無理 数 
で ある こと を 素因 数 分 解 の 一 意 性 を 利用 し て 示せ . 
(2) 2 +/3 は 無理 数 で ある こと を 示せ . 


GOESESNAIESI 人 NNNEMEN な CAREREUSYOM2NSHBREMCEBGEENRBRSETOSRISSRSSSRIZWSSDSRSDSRDNSMONISSSSRSSDSScDEHEH 


実数 > が 無理 数 で ある と は , 整数 2,。 の を 用 いて , 
ッ ーー と 表す こと が で き な い , と いう こと で す 。 し た が っ て 。 > が 無 


理数 で ある こと を 証明 する に は , ニー (2。 5 は ある 整数 ) と 表せ た と 
仮定 し て , 矛盾 を 導 け ば よい の で す . SA1.18 I 背 理 法 


が 有理 数 で あま 國 還 (1) / 太 ニテ (2, 5 : ある 整数 ) 
っ た と する 。 


と 表す こと と が で きた と する と 。 と これ より 
Y 7 6 三 の 
Sys ① 


が 導 か れる . ① の 両辺 を 素因 数 分 解す る と, 任意 
の 素数 か み に つ いて , 〆, / に 含ま れる ヵ の 累 乗 の 指 
0 も 偶数 と し て 誠 数 は 偶数 で ある か ら , ① が 成立 する た め に は , 7 に 
数 えて いる . 含ま れる ヵ の 累乗 の 指数 も 偶数 で な けれ ば な ら な い . 
し か る に 任意 の 素数 に つい ぃ て, それ の 偶数 乗 を 因 
数 に も つ 整 数 み は , 平方 数 で ある か ら 。 7 に つい て 
の 仮定 と 矛盾 する . 
ゆえ に , は 無理 数 で ある . 血 
( 2 ) > ニア 2 十 /3 と お く . 
?ー(/2 二 73)7  … 2 テ 2 十 276 3 


ーー/6 oo (の ② 


が 有理 数 で ある と する と , ② の 左辺 も 有理 数 で 
ある は ず だ が , (1) よ り , ② の 右辺 は 無理 数 で ある の 
で 。 矛盾 する . 

ゆえ に , ママ 2 寺 3 は 無理 数 で ある . 血 


[ 注 ] (1) は 「z が 平方 数 で な いこ と か ら 。 Z を 素因 数 分 解 し た と き , 
少な く と も 1 つの 素数 , の 累乗 の 指数 が 奇数 で ある と する . する 
と , ① の 両辺 を 素因 数 分 解 し た と き , の 累乗 の 指数 が , 左辺 は 奇 
数 , 右辺 は 偶数 に な っ て 矛盾 」 と 証明 を 運ぶ こと も で きる . 
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BB.10B = 
(1) z。 2。 アダ 。 の を 有理 数 , 2 を 無理 数 と する と き , 
ァ 十 2zg デ マ 二 の の な ら ば , ティ ァ ′ か つ み ー〆 
で ある こと を 示せ . 
(2) ( 々 +y72 )* 王 6 十 732 を 満た す 有理 数 z。 ヶ を 求め よ . 
⑨ 20 726 一 0 を 満た す 整 数 <。 9 箇 の さ 


2 ローチ > (1) で は , ヵ , の の) 2 5 
す .。〆', ヶ が 無理 数 で あっ て も よい と すれ ば 

3 十 2・/ 2 ニ 1 十 (72 十 2)・ ツ 2 
の よう な 例 が あり ます . (2)。 (3) は (1) の 応用 で す 


(@⑱ 介 ) ァ 十 2g デ タキ 7972 0 "mi ① 

と する . いま , 2 キ 9 で ある と 仮定 する と ,。① よ り 
ss PC ミミ ミミ まま 】 
2 が 


が 得 ら れる . >, ヶ , Z, の が 有理 数 で ある こと か ら ⑨② 
の 右辺 は 有理 数 で な けれ ば な ら な い が , これ は og の 
仮定 と 矛盾 する . ゆえ に , ?ーy で な けれ ば な ら な い . 
する と , ま た ① よ り ァ = ァ >′ で も な けれ ば な ら な い . 血 


( 2 ) (zz/2 アー6 十 32 

(z? 二 292) 十 2zg/ 2 =6 十 472 
ここ で , 左辺 に 現れ る y" 十 2/?。2zy は 有理 数 で あ 
る か ら ,。 (1) で 証明 し た 事実 に より 


隊 
2zy 王 4 
で な けれ ば な ら な い . この 連立 方 程 式 を 解い て , 6+732 
(>。 の) テ (2, 1), (一 2。 一 1) の 2 組 を 得る . =2+/? 
( 3 ) 上 と 同様 に , が わか っ た / 
(z? 十 9zy2 十 (3z?y 十 8327 3 =26 一 157 3 
ァ (z* 二 97) ニ 26 OHPD ロ ① 
人 整数 は 有理 数 
開 E な ⑨⑰) 
8 娘 二 語 由 
2 の 7 5 5 
と ころ で , ② を 満た す 整 数 。 り は 3 


ある 。. ー2ー73 
よっ て , ① を 考慮 し て , ( ヶ , 9)(2, 一 1) を 得る . 』 が わか っ た / 


タ 29  $1 数 と 式 


次 の 方 程 式 不等式 を 解け . 
( 信 時 S8 (②) |2 ァ ー as 


SOSWY は OZ 


[アプ ロー チ > 実数 2 の 絶対 値 12| の 確認 の 問題 で す . 
(⑳⑩0 り 邊 ①⑪ 目 ショ 2 クー00 つ まり 22 の だき 


NHN 


ーー に 1 2eー5) 
Sc っ (8 22 に 0 ① 
(DU 細 20 語 う お 3 り 5 衣 SS2 (の) と 6 き 5 
(久代 3 ーー 
よ ボ 3 つ SG 一 財 の の 21 DD) |) ⑨ 
求め る の 範囲 は の ひま た は ②, すなわち , 
2 のり 8 


(2 ) G) 2z 一 1=0 つま り 。 ッ = テ の と き 。 


上) 7 証 語 計 ま < こら oo ① 
これ は 。 ヶ さ を 満た し て いる 。 


9 2 テー1 く 0 つま り 。 ァ く 訪 の と き , 
ー(2z 三 り 生 8 上 ーー 計 233 お 2 ② 
これ も ァ く テ を 満た し て いる . 


よっ て , 求め る > の 範囲 は ゆま た は ⑧②, すなわち , 
ツ の 2 計 ま (まま の 二 中 


[ 注 ] 1" 一 般 に , 実数 2 に 対し て 


が 成り 立つ . この 事実 を 用 いる と 本 問 は より 効率 良く 処理 で きる . 
(1) ァ ー2| ミ 3 と 一 3 ミ ァ ー2 ミ 3 
ぐう 一 1 ミ ァ S ミ 5 
(2) |2z 一 1|=3 と 飼 2z 一 1 ミ 3 また は 2z ァ 一 1 ミー3 
が 2 まだ (は の 人 き 1 
2* 与え られ た 不等式 は 両辺 が 負 で な い の で , その 両辺 を 平方 し て 得 
られ る (1) (z-2)* ミ 9 (2) (2 ァ zー1)*=9 と 同値 と な る . 
(CS B.103 [ 注 ]) 
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B.108 一 ーーー 
次 の 式 を 因数 分 解せ よ . 
(U 届 cm3S2 の (2) 2z? 填 8z 十 1 
(8 中 6z2 二 72 937 (0 請 が ROSS92sll 
(5) 語 の =093 に 1 クー68 (6) 。z キ 1 
(7) 27z?ー82? 


RGEESNERR 


[アプ ロー チア 因数 分 解 の 公式 


3 SOCIPLCSSSZKGE あ SEgHro ア SGTES ペ EEE:3 本 EYE 天 5 お SS か SE 


Z* 十 (4 十 の )z 十 45 三 (Z 十 の (z 填 の 
gcy“ 二 (47 十 の c)z 十 7 三 (ZZz 十 の (cz 十 の ) 
の 十 9226 二 9277 十 が テ (2Z 土 の)! 

の ー322 の 3622 王 が 三 (2 三 の ! 

の 十 が =(2 填 の (ZZー2 の 5 土 の ) 

の ー の テ (4ー5)(Z 十 25 十 の) 


は マス ター し て いま すか . 


(1) ーー3z2 十 2 ァ ー ァ ( ァ *ー3 十 2) 


ティ ァ ( ァ ー1)( ァ ー2) 
敗 還 中 三 > め 
( 2 ) 2z“ 填 3z 十 1 三 ( ァ 十 1)(2 ァ 十 1) 人 考 2 1 一 1 
3 
( 3 ) 6z*ー7zy 一 3 一 (2 ァ ー3 ヵ )(8 ァ 十 の ) 性 2 X (=3 の りつ 三 9》 
3 人 放 議 2 
ー7 み 
( 4 ) が 十 3z“ 十 8z 十 1 三 ( ァ * 十 1)? 人 直接 公式 に 頼ら ず と も , 
<" 十 1 十 3( ァ 十 1) 
(5 ) 一 6z2 十 12 メー8 三 (Z 十 1) X(>*ー ヶ 十 1) 十 3z( 十 1) 
ニー3z2.2 十 3z2・22 一 8 一 (メー2)8 三 (* 十 1) X(z2 十 2 ァ 十 1) 
三 ( ァ 十 1* 
も と ゆっ くり (⑳) 因 数 分 解 
0 し て も よい . 


= テッ" 十 ポ ー(r 十 1)( デ ー ァ 十 1) 


(7) 27"ー8 
ー(3z が ー(29 が 
ー(3zー22){(3z)/ 十 3z・22 十 (2 人 9 
ー(3 ァ ー2 ヵ )(9y* 上 6zg 十 4 の) 


の 0 | SNE 数式 


BB ーーーー 


次 の 式 を 因数 分 解せ よ . 

(1) <*ー20z* 寺 64 (2) (z* 十 6z 十 3)(z2 十 6z 十 7) 十 4 
(3) (>ー1)(>ー2)(z 十 3)(z 二 4) 一 24 (4) 3 十 79 二 ダー3zyg 
[区 プロ ー チ > (2②, (3) を 実直 に (? 展 開 し て し まう と 大 変 で す . (1 と 同 
様 な “置き換え” が 必要 で す . また , (4④ で は , 等 式 

Z 十 の =ー( ァ 十 9 パ ー3zg(z 十 の ) 
を 利用 し ます . 


(0 中 22 三 X 人 3SXa と 。 
ァ パ ー20z* 十 64 ニ ター20 双 十 64 
テ (ー4)( メ ー16) 
ー(z*ー4)(z*ー16) 
三 ( ァ 十 2)(*ー2)(* 十 ( ァ ー4) 


( 2) 2 が 十 6z 三 と お < く と , 
(z* 十 6x 十 3)(z* 十 6z 十 7) 十 4 
三 ( メ +3)( メ +7) 十 4 
テー ズ ダ ? 十 10 又 十 25 
ー( メ +5)* 
三 (y* 十 6 十 5)* 
三 {(z 十 1)(> 二 5)F(x 十 1 人 (z 十 5)* 


( 3 ) (>ー-1)(zー2)(z 十 3)(z 十 4) 一 24 
=(( 々 ー1( 十 3)】(ー2)(z 十 9) 一 24 
(2) の 形 に な っ た . 敬 。 三 (z* 十 2 ァ ー3)(z* 十 2 ァ ー8) 一 24 
2 の の ーー ジ 人 2GSGW ニ 5 
(メー3)(ー8) 一 24 
三 ダ *ー11 宙 
克 (ダー11) 
ー(z* 十 2)(z? 十 2 ァ ー11) 
ティ (r 十 2)(z* 十 2 ァ ー11) 
(4 ) ダ 二 が 士 ダ ー3z2X 々 
(z 二 2) 十 2* を 区 三 ( ァ 十 2 パー3zg( 十 の) 十 ダ ー3zgg 
因数 分 解 . ー( ァ 二 十 る )((c 十 アー(Z 十 の < 填 認 一 3zy( 十 2 十 の 
ー(* 十 g 十 2)(z" 十 7 十 タ ター アァ リー ター タ ァ ) 
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次 の 式 を 因数 分 解せ よ 。 
(1) <* 十 * 十 1 (2) < 十 5z* 十 9 


(3) s# 一 6z* 十 1 (4) パー11z72 十 が 


ONSEN20HGES2CREOOSRPBDSRDSSRSSNSWRSSSSESRERSSB 


[アプ ロー チ > 一 見 , 因数 分 解 で きそう に あり ませ ん が , ちょ っ と し た 
式 変形 に より , 〆ー の の 形 に な り ま す . 


( 介 ) 罰 ak222sisil 族 >? と 1 を 
三 (z* 十 2z? 二 1) 一 * の 十 225 十 ゲー(Z 十 の )* 
ー(z2 二 1 一 z2 の Z と りら と みる . 
三 (** 十 1 十 )(z? 二 1 一 ヶ ) 


三 (?* 十 * 十 1)(* デ ー ァ 十 1) 
(020 語 の 2 虹 9629 
ー(z* 二 6? 十 9) 一 * 
(の 人 89) が < 
三 (z* 十 8 十 >)(z* 十 3 一 ヶ ) 
三 (** 十 十 8)(z*ー ァ 十 8) 


(ーー2z? 十 1) 一 4z* の ー2g2 の 上 の ゲー(Z 一 の )* 
三 (z*ー1)* 一 (2z) の の と / と みる . 


ー(z*ー1 十 2z)(>*ー1 一 2 ヶ Z) 
ー(** 十 2 ァ ー1)(z*ー2 ァ ー1) 

(4 ) が ー11z222 十 7 
ー(z* 2y272 二 の 9 9z2/* 
三 (620 三 9 用 (62 
ー( ッ パー が 十 3zg)(y“ー ゲ ー3z) 
ー(z* 十 8zg 一 の )( ァ “デー3zg 一 の) 


[ 注 ] 3, (4④ を (1), (2) と 全く 同様 に 変形 する と , 
(3) ヵ パ 一 6z? 填 1ー(z? 十 1)* 一 8z? 
三 (z* 十 1 十 27 2 >)(z7 二 1 一 27 2 ) 
(4) *ー11z29? 二 の 一 (z7 十 9 の?ー13z?2? 
(< デ 十 の 填 713zy)(z デ キ ゲ ーy13zz) 

と な る . 係数 が 有理 数 の 範囲 に 入っ て いな い が , これ ら も 立派 な 因数 
分 解 で も る . 上 の 解答 と の 見 か け 上 の 違い は , 1 次 式 の 積 の 形 ま で 因 
数 分 解 を 進め れ ば , 解消 され る . 
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次 の 式 を 因数 分 解せ よ . 
() ダー1 (⑳) sー1 


[アプ ロー チ > (1), (2) は 簡単 で し ょ う . (3)。(4) は (1), (2) の 利用 で す . 


(1 ) デー1=( ァ ー1)(* 十 1) 
( 2 ) デー1 テ ( ァ ー1)(* 十 士 1) 
(1) を 利用 . 萌 (3 ) s*ー1=(z う ーー(z*ー1)(z? 十 1) 
(2) を 利用 . 多 テ ( ァ ー1)(r 十 1)(z* 十 1) 
( 4 )  ?"ー1= テ (>)?ー1 テ (ダー1)(z? 士 ) 
ー( ァ ー1)(z* 十 十 1)(* 十 (>*ー ァ 十 1) 


[ 注 ] (4) に お いて , xy* を (z?)7 で な く ,(z2? と 考え る と , 
*"ー1 三 (7ー1ー(z タ ー1)(z* 二 7 十 1) 
ーー( ァ ー1)(z 十 1)(z* 十 7 十 1) 
と な り ,「 こ こ で 完了 ! 」 と し て し まい そう だ が , <* 十 >? 十 1 は , まだ 
因数 分 解 で きる ! 奄 。 B.110 (1) 


方 (z) ニ ァ "ー1 と お け ば , (1) て (4) は , それ ぞ れ ん (z) の 
2, 3, 4。 6 の 場合 で ある . 
上 の 結果 か ら “ 訪 (x) は ,。 つね に ァ ー1 を 因数 に も つ ” と 推測 で き 
る . (因数 定理 (A 1.10 II) を 考慮 すれ ば , 証明 は 明らか .) 
そこ で , 上 の 結果 を ヶ ー1 と も う 一 つの 因数 の 積 の 形 に する と , 
ァ デ ー1 =( ァ ー1)( 十 1) 
パー1ー( ァ ー1)( ァ 2 十 ァ 十 1) 
ァ *ー1 三 ( ァ ー1)(z? 十 > 十 ァ 十 1) 
パー1 =( ァ ー1)(z* 十 >? 十 7 十 ヶ 十 1) 
と な る . この こと と か ら , 一 般 に 


ーーーー ニ ニニ ニー= ッ ニニ ェ ニ ニニ ュ シ = ニニ = ュ モ マニ ミニー デ ニー ニュ *ー こ な ニニ ニュ ーー テラ コ こ = ニニ ネネ ここ こさ ここ さこ あー ニョ こさ と コミ ニー こっ こら 


と いう 公式 を 予想 する こと は 難し く あ る まい . これ は , や が て 学ぶ 等 
比 数 列 の 和 の 公式 の 基礎 に な る . 
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避 1 1 「ー 0 


(1) ダー1 を 有理 係数 の 範囲 で 因数 分 解せ よ . 

(2) "ー1 を 実 係数 の 範囲 で 因数 分 解せ よ . 
どこ まで 因数 分 解 し た ら 終 わり か ー 一 それ は , 整 式 の 係 
数 を 。 どん な 集合 で 考え る か に よっ て 変わ り ます . 


(1) ?"ー1=( ァ ー1)(x* 十 " 十 * 十 十 1) 
有理 係数 の 範囲 で は , も うこ れ 以 上 因数 分 解 で き 


な い 、。 
( 2 ) s 十 9 二 7 十 十 1 が 。 いわ め ゆる 相反 型 で あ 還 Zz* 十 7 十 cz* 
る こと に 注目 し て , 次 の よう に 変形 する . 填 婦 @ 
Z" 二 9 十 Z 十 ァ 1 と ゅ う 形 の 4 次 
ui 式 を 相反 型 と い 
ー タ (ダキ ェ オ 1 オー 訪 9: 
2 UN NE ea 
=2let け (e+ い 
ここ で , オニ ー ズ と お いた と き 。 2 次 式 
? 二 ダー1 が , 
rrnm(- 
と 因数 分 解 で きる こと に 注意 する と , ① は , 
ーーー は 5 1 = な 
還 (s+ CA 及 ) っ 9 の 2 ) 
還 /02 ー1 寺 75 っ MS 性 ? 十 z? 十 2 
CB CE 
と 変形 で きる . の 因数 分 解 
ゆえ に , 
ダ "ー1 


ーー0( ーー は 5 っ +1)( ET ょ 1) 


複素 係数 の 範囲 で は , 分 解 を も っ と 押し 進め る こと が で きる 。. 
た と えば , 最後 の 因数 で ある 2 次 式 YS 


(< EE コー/E-/m=97f 


scinT UE 


と 因数 分 解 さ れる . 
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B.113 ーーーーーーーーーーーーーー 
次 の 各 式 を 因数 分 解せ よ . 
(1) z? キ yy 一 27/ 土 2z- 十 7 み 7 一 3 
(2 の 二 が 十 c ぴ 一 27?c バ ー2c? グ ゲー2 の が * 
SM 0 SGHIINSR 00 3 
[ 克 プ ブローチ た くさ ん の 文字 を 含む G 式 に つい て の 因数 分 解 で は , ある 
1 つの 文字 に つい て 整理 する の が 解決 の 原則 で す . 


に つい て 整理 . (1) 与 式 = ダ (2 十 2) ァ ー(2〆ー7g 十 3) 
“定数 項 "の 因 ーッ “ 十 (2 ヵ 十 2) ァ 一 (2 ヶ 一 1)( ヶ 一 3) 
粗 分 角 =(z+(29 一 1)(zー(9-3) 
ー(* 十 2 一 1)(*ー ヵ 十 3) 


(2) 与 式 = メ ダー2( が の 十 )〆 の 十 ( が 一 2 の の 十 ⑨ 
= テー2( が の 十 c の ZZ の 十 ( が ゲー が 
テー2( が 十 c う ZZ 十 (5 十 c) 人 (5ーc) 
(5+c) 十 (2ーc)" = テ {Zー(5 十 c) す {22ー(5ーc) サ 
=2( が 9 三 (g 十 6 十 c)(g 一 5 一 c) 
X(g 十 5 一 c)(g 一 5 十 c) 


( 3 ) 与 式 を Z に つい て 整理 する と, 
(5ー の で くく れる . 革 与 式 (6 一 c) ダ ー( が ーc92 十 の c( ゲ ーc9 
三 (2ーc){⑦ー( が 十 6c 十 c の 42 十 6c(5 十 c)) 
{( } の 中 は に 臣 {  ]} の 中 味 を の に つい て 整理 する と , 


つい て は 2 次 式 . (5ーc){(c 一 の) 

十 c(c 一 の 2 一 2(cー の )) 
(c 一 の で くく れる. 稀 デ (6 一 c)(c 一 (6? 十 c・5 一 @(c 圭 の) 
{( } の 中 は c に 区 {  } の 中 味 を c に つい て 整理 する と, 
つい て は 1 次 式 . 三 (2ーc)(c 一 の {(5ー の c 十 (ゲー の )) 
(pー の で くく れる . 才 三 (ーc)(c 一 の (56ー2){c 二 (5 十 の ) 


テー(6 一 c)(c 一 g@)(g 一 の (g 十 5 十 c) 
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0309355ESSOSSSSSE、 SS 


日 .114 一 - 


げ ( ヶ >) テ 36z* 十 Zz" 十 18 十 27 が 2 ァ 十 3 で 割り 切れ る よう 
ya の 介 る が の か 


RSSHNEHDRRAMAUB2EIGMPSEOE 


RGG52S5ESCEPS5 涯 SEASARSSDESSS2SGSNSssSSt 


[アプ ロー チ フ 実際 に 多項式 の 割り 算 を 実行 すれ ば , 商 と 余り を 求め る 
こと が で きま すか ら , そう し て お いて , “余り = テ 0” と いう 条件 を 考え 
る の も , まち が っ て は いま せん . し か し , 本 問 の よう に 商 を 求め る 必 
要 が な い 場 合 に は , も っ と 計算 の 楽 な 方 法 が あり ます . 


(>) を 2z 十 3 で 割っ た と き の 商 を Q(y) と 
お け ぼ ば , 
36z* 十 2y" 十 18 十 27 三 (2 十 3)Q(z) 3 割り 切れ る , と 
と いう 等 式 が , > の すべ て の 値 に 対し て 成り 立つ . いう 仮定 か ら . 
よら GE 人 生 作 。 


RS 
0 
を 代入 し た 式 も 成り 立つ は ず で ある . 
すなわち 。 
3Y 3 2 
36( - す ) +g( - す ) +18( 人 す )+27=0 
が 成立 する . これ を 解い て , 
cg 王 54 
を 得る . 


[ 注 ] 一 般 に 整 式 /(z) を 1 次 式 zz 十 5 で 割っ た と き の 商 を Q(>), 

余り を と お く と, 

げ ( ァ ) テ (Zz 十 の @(z) 十 ア 
が , すべて の に つい て 成り 立つ の で , 特に , 

8 

【Z4 

83 

7(- る = 


【/4 
と いう 関係 式 が 得 ら れる . つま り , 余り は, 単なる 代入 の 計算 だ 
け で 求め られ る の で ある . pe 写 A1.10 II 剰余 定理 。 因数 定理 
一 方 , 商 O(z) を 求め ' る た め に は , 割り 算 を 実際 に 実行 する 必要 
が ある . 


56 Si 数 と 式 
に 時 11 品 SD か NMnecSGG2SESSSsmSs= 


ア ( ァ >) テ 4z? 二 2“ 十 z 十 c が デー1 で 割り 切れ , > 填 2 で 
割る と 余り が ー81 に な る よう E, の ち < の 値 を 定め よ ょ 。 
因数 定理 を 利用 すれ ば , 割り 算 を 実行 し な く と も , 割り 

切れ る た め の 条 件 が , 表現 で きま す . 


隊 叶  * デ ー1=( ァ ー1)( ヶ 十 1) で 割り 切れ る と は , 
ァ ー1。 > 十 1 の いずれ で も 割り 切れ る こと で ある 。 


IE 


P(1)=4 二 2 十 5 寺 c モ 0 …… ① 
因数 定理 1 の ⑨ 
一 方 , P( ヶ ) は , > 十 2 で 割る と 余り が 一 81 と な 
る の で , 
剰余 定理 ア ( 一 2) ニ ー128 二 42 一 2 の 9 十 c ニ ー81 …… ③ 


①, ②④, ③ を 2, 2。 c と につい て 解い て 
co 三 183。 5 ニー4。 c ニ ー13 
を 得る . 
整 式 (>) を ァ ー1, rr 十 2 で 割っ た と き の 余 り が , それ 
ぞ れ , 2, 5 で ある と き , ア (z) を ( ァ ー1)(z 十 2) で 割っ た 
と き の 余 2 の *・ 


本 ERRESRESSSSsn て maESZDTES 写 SNE お ctTEz22c の cmRTIOODD27 人 65 


[ プ ロー チ > 2 次 式 で 割っ た と き の 余 り は 。 1 次 以下 の 整 式 つ まり , 
gz 十 の と お く こ と が で きま す . 


まず 与え られ た 仮定 より , 


p① ョ 2  …… ① 
余 2 
人 ア P(-2=5。 。 。 …… ② 
の の の 記 ツ 


ア (z) を ( ァ ー1)( ヶ 十 2) で 割っ た と き の 商 を (>) 
余り を gz 十 5 と お く と 。, 
ア ( ァ ) テ ( ァ ー1)( ヶ 十 2)2(z) 十 ZZ 十 5 
が ,。 す べ て の に つい て 成り 立つ よっ て 特に , 
リー ン 泊 本 証 議 請 記 zeeeoe ③ 
ba ーー ④ 
①, ②, ③, ④ よ り , 2 ニー1, 56 三 3. 
ゆえ に , 求め る 余り は , 一 十 8 で ある . 
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BB.11 フ = 
整 式 /(z) を ( ァ -1)* で 割る と > 十 1 余り , ァ ー2 で 割る 
と 5 余る と いう . が (z) を ( ァ ー1)*( ァ ー2) で 割っ た と き の 余 
り を 求め よ . 
[アプ ロー チ > 前 問 B.116 の 発展 で す . ここ で も 大 切な こと は , 求め る 
余り が , 2 次 以下 の 整 式 で ある と いう こと で す . 


プ (z) を 3 次 式 ( ヶ ー1)( ァ ー2) で 割っ た と き の 
余り は , 2 次 以下 の 整 式 な の で , 商 を O(z) と し て , 
7(z) テ ( ァ ー1)( ァ ー2) の (>) 十 ZZ" 十 太 十 c 

と か ける .。 まず , ア (②) ニ 5 より , 

5 三 42 十 2 の 十 C 0 it ① 
次 に , 7(z) を (>ー1)” で 割っ た 余り 
は , gz* 十 十 c を (zー1)” で 割っ た 2020 久 十 c 
余り で ある か ら , 右 の よう な 割り 算 に の 
より , (5 十 22) ァ > 十 cg と な る . これ 
が の 下條 等 レ い ど と より ) 

の = ドウ 2 三川 。。 | 生 Tooooto ② 

ーー 0 
つ 9G 引 ゆ 四 ②(⑨ が ら 。 


g 三 2 
に っ と な る の で , 求め る 余り は , 
c 三 3 

2y“ー3y 十 8 
で ある 。 


「7(z) を (一 1)* で 割っ た 余り が > 十 1 で ある 」 と いう 条件 を 
先 に 考え る と, 

アプ (>)= テ (一 1) ァ ー2)6(z) 十 2( ァ ー1)* 十 > 十 1 

(0( ヶ ) : 整 式 。  : 実数 ) 
と 3 こと が で きる 、 
これ に , 条件 /(2)= ニ 5 を 用 いれ ば , 
g 十 9 王 5 …. g 三 2 

と な り , 求め る 余り が 

2( ァ ー1)* 十 * 十 1 王 2 ァ デー3z 十 3 
と 分 か る . 
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g 王 5 一 3/2 の と き , 次 の 式 の 値 を 求め よ . 
(1) 〆ー9g 十 5 


め )。 の ニー9 グ ゲー82 千 ZS 


22220ESCSCTE 宇 CET っ SE で SS な SS55PRYETESCSESSS 


式 の 値 を 求め る た め に は , 「 代 入 し て 実直 に 計算 する 」 
の が 基本 で す が , ちょ っ と し た 工夫 に より , 計算 の 手間 が 軽減 され ま 
す . 


g 王 5ー372 は , 
2 ニー5ー デ 872m より 
(Z--5)“ 三 18 
の 210 の 2lB7/ー 0) 思 訂 泊 折 e。 ① 
を 満た す . 
(1) 〆ー9z+5=(〆ー10z+7)+gー2 
デ g 一 2 
g の 値 を 代入 . 生 ーー5 一 3 2 一 2 
ー3 一 37 2 . 
(2 ) 戸 (z) ニ バー9:z*ー3z? 十 11Z 圭 3 を 2 次 式 
ァ ※ー10z 十 7 で 割る と , 
(>) 三 (y ダ ー10z 十 7)(z? 十 >) 十 4z 十 3 
と いう 式 が 恒 等 的 に 成立 する こと が 分 か る . 
よっ て , 求め る べき 値 は , 
(2) テ (〆ー10g 圭 7)(〆 十 の ) 十 4g 十 3 
① を 代入 。 参 0X(Z〆 十 の ) 十 4g 十 3 
4 み 十 3 
三 4(5 一 37 2 ) 十 3 
三 28 一 127 2 
で ある 。. 


[ 注 ] (1) は , 実際 に 代入 し て 計算 し て も 大 差 な い が 。(2) で は 上 の 工夫 
(① を 作る こと ) が 。 か な り 効 いて くる こと に 注目 し た い . 
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保夫 の と き 。 次 の 式 の 値 を 求め よ . 
ァ y 

() 議 2 が 

(4) ?? 十 が 


SS くっ ニー 


MGC 


*。 ヶ 7 の 対称 式 (x と ヶ を 入れ 換え て も 式 が 変わ ら な い 
も の ) は , その 基本 対称 式 : ヶ 十 ヶ と zz の 整 式 と し て 表 さ れる と い 
う 事 実 の お か げ で , , ? ヵ 自身 の 値 を 知ら ず と も , (1)^(4) の 対称 式 の 値 
が 求め られ ます . 


(1) アデ 二 ゲ デー(Z 十 の"ー2z 
ー(27 3 )* 一 2x1 
ー10 
(2 ) デ 二 ゲ =( マ 十 の "ー3zw(z 十 の ) 
三 (273 )*ー3x1x273 
ー1873 
( 3 ) が 十 /ー(z7 十 ツー2z22* 
ー10*ー2X1 考 (1) を 利用 . 
三 98 
(4 ) ? 二 の =(Z" 十 の)( 十 の 一 zz(Z7 十 の が) 
ーー98x27 3 一 1x1873 偽 (2)。(3) を 利用 . 
17873 


[ 注 ] 1” (④ の 式 変形 は , 
の 22 ドッ (22 コイ 7/.9(20 の (0 T が 9) 


と 一 般 化 で きる . これ を (2), (3) に 適用 すれ ば , 
(2) パー(z* 十 92 の (> 十 の 一 xy( ァ 十 め ) 
(3) ?* 十 の ー(?? 十 の (< 十 の 一 zg(z7 十 の) 
Rd の 
2" ヶ >, ヶ は 7 の 2 次 方 程 式 
デー27 3 7 上 1=0 
の 2 解 で ある の で , 
(>。 の =(/ 3 2, 73 一 72 }) で ある . 


6 の 3$1 数 と 式 
日 . 1 ど 0 SSC る 5 証 EIDYESSESESNGGRKEDG04326 人 5 


= マキ 5 の と き , 次 の 式 の 値 を 求め よ . 


24 


1 1 1 
⑪ g+ デ (2) 〆+ 訪 @⑱) の 圭二 
1 


⑰ e+ 文  ⑳ e+ 二 


NR の TEE2 ま ERRPIRTBEERN2WEHUIERYS-2= ニ 


[アプ ロー チ > (2 以降 で は 前 問 と 同様 な 式 変 形 が 必要 で す . 


cas 1 HaV9 2 


ニー3+Y5 」 2@=75) 
2. (8Ty5)@-/5 ) 


1 全 す =) 


陸生 
(2) 〆+ 訪 ー(g+ >) 2 
(1) を 利用 . ー3*ー2= ニ 7 
1 上 
(3 ) 〆+ 才 =(2+ >) 3(<+ >) 
(1), (2) を 利用 . 参 ー33 一 3x3 三 18 


1 間 Ji( 結 
(4) 〆+ 二 ー(〆+ 訪 ) 2 
(2) を 利用 . 銀 ー7*ー2 テ 47 


Bl9(⑰ と 同じ を (5 ) 〆+ 才 ー( e+ e+ ッ りー( の e+ る) 
式 変形 . 2 


es ァ 十 ヶ デ 3 
[ 注 ] 1 本 問 は ] Oo 者 
(2 四 20 セ 2(8) 呈 2 の (0 貞 Cy 当 (5)2 の 22 の 3 
の 値 を 求め る と いう 問題 (前 問 B.119) と 本 質 的 に 同じ で ある . 
3 圭 Y5 9 証人 45 3Y2_5 
の Cm 2 De 4 
〆ー32 十 1 三 0 を 満た す . (用 B.118) 


1 _ の 士 1 3@_。 と する こと も で きる 。. 
24 「24 24 


の 


(RIM 旧記 で 2 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 67 
日 . 1 如 1 RSESERSRI2RISESSSSOSAISS 生 TEPES=Ecapoorpzooeess 


SS 


ァ 十 9 ヶ 十 < 三 0 
Z み 十 2< 十 zz 三 2 の と き , 
Z9 る 3 

次 の 各 式 の 値 を 求め よ . 


(1) ? デ 十 十 ぞ 

(2) z? 十 の 十 る " 

(30 7 上る 
[アプ ロー チノ 3 つの 文字 を 含む 式 に お いて も ,「 対 称 式 は , 基本 対称 式 
で 表す こと が で きる 」 と いう 事実 が あり ます . この 事実 の お か げ で , 
ァ 。 》。 る 自身 の 値 は わか ら な く と も (1)^(3) の 値 が 求め られ る の で す . 


(1) z 十 2 十 2 ぞ 
ー( ァ 十 9 十 <)*ー2(zy 十 2< 十 を Z) 
=0*ー2・2 ニ ー4 


( 2 ) ?" 十 十 る 
ー( ァ > 十 十 <)(z" 十 7 十 ダ ーzy 一 2 ター る <) 十 3 みる 
ー0・( 一 4 一 2) 二 3・3=9 


(090 還 に の に) 
ー( ァ 7 十 97 十 の)*ー2(z277 上 の の 十 ダァ う 
ー(z* 十 / 十 る の 2 一 2{(zy 十 < 十 る xy)/ 
ー2zgz( ァ 十 ヶ 十 る )) 
ー( 一 4)*ー2・(22 一 2・3・0) 
三 8 


[ 注 ] 1"” (2) で は 
( ァ + オ タ 十 <) ニッ ツ 十 ダダ 十 ダ 
十 3(z?y 十 zg ア 十 の < 十 9 デア 十 ダ ァ 十 ez 十 6 
ーッ 上 が 十 ダ 十 8(zy 十 2< 十 2z)(* 十 ヶ 十 < る) 一 3 
と いう 式 を 用 いる 手 も あ る が ,。 この 式 は 。 上 で 利用 し た 公 g 
7 上 の 7 二 ダ ー3zyー( ァ 十 十 る )(z7 二 77 十 ダ ー ァ 一 2 ター る <) 
と 本 質 的 に 同じ も の で ある 。. 


2* 実は 。 ヶ , 2, < は 。 3 次 方 程 式 だ 十 2# 一 3 テ 0 の 3 つの 解 で あり , 
剛 7 た = ーー AI 2 


602 |) 邊 軸 が 


g 十 の 十 c 三 0 の と き , 式 


(お 9" 


の 値 を 求め よ . 


SCANES2SSea 


58==sarmecm に EEEEHEF2ESSHEPSHERSESRZSG75G 


だ SEESSSRESNOSERSPIREGRRRSESHASERE 人 OTC 


[アプ ロー チア 2Z 十 5 十 c 王 0 と いう 条件 で は , Z, 5, c の 値 は 決ま り ま 
せん . それ な の に , 


4 かり 1 お 9 お 
の 値 は 決ま る ,。 と いう の で す . この こと が 不思議 に 思っ た ら , た めし 
に 
6 三 1。 の ー1。 Cc ニー2:  g 三 1。 2 デ 2。 c テ ー3 
な ど を 代入 し て み ま し ょ う 。 


与え られ た 仮定 より , c は 2。 2 を 用 いて 
c デ テーg 一 の 
と 表せ る の で , これ を 用 いる と 


の (9 


@ (の の の 
c に つい て 整理 。 2 の) し sar 
し て か ら 代 入 す = る せ cc+ の 9+g( す 3) 
る . ー の 十 」 (e+ が? 
7/ 7/ 
ーー8 
2 の 


[ 注 ] 次 の よう に 変形 すれ ば ,「c を 消去 する 」 と いう 強引 な 方 法 に よ 
ら ず に 万 の 値 を 求め る こと が で きる . 


EC 仙人 5 相 の 

分 母 で 整理 。 参 74 ヵ ag ヵ ig 了 
ーー ー ム ーー 
の Eoー0 | の あこ な 


利用 . 2 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 63 
日 . 1 どど 3 SS ニテ 


アァ 十 み 十 ター つつ つつ ① 
キキ ダー の ai ② 
ァ 。 97,。 る 々 の うち 少な く と も 1 つ は に 等 し いこ と を 示せ . 


SRDZNNSRSSDRRNUNRRGSOKaGaSatee 


| の 2 式 が 成立 する と き 。 


9 雪 GRASS 


NSRSSSeS3NRESSRSGRRSRSGG22nO75 


[アプ ロー チア 「 ァ >, 2。 < の うち 少な く と も 1 つ は に だ 等 し い 」 と いう 
結論 を 導く の に , 何 を 証明 し た ら 良 いか 見 抜く こと が ポイ ント で す . 


( ァ ー の (2 の (<ー の = テ 0 


すなわち 
2 ター6(Zy 十 < 十 る Z) 十 の ( 十 y 十 る 一 の ダテ 0 
2 (*) 
を 証明 すれ ば よい . 


与え られ た 条件 ①, ② を , 恒等式 
7" 十 ゲ 十 ダ ー3zg< 
ー( ァ 十 2 十 の){(Z ア 十 ゲ キ ダー(zy 十 2z 十 sz)) FE A111 
ー( ィ 十 十 る 人 ((z 二 タッ 十 <) ア ー3(zy 十 < 十 る を Z)) B.121 (2) 
に 代入 する と 
の ー3zgg デ の (の ダー3(zy 十 < 十 る )) 
2 る < 王 (xy 十 2< 十 る ) 
が 成立 する こと が わか る . 
ゆえ に (*) が 成立 する . 血 


[ 注 ] 1" < テー( ヶ 十 ) を ② に 代入 し て ぇ を 消去 し て も 解決 する . 


2" ①, ② の 形 に 注目 し て , 2 次 の 対称 式 の 値 を 


Z2 十 2 る < 十 zz 王 の …… ⑥) 
と 指定 する と , ①, ②, ③ よ り 3 次 の 対称 式 の 値 も 
zzz 三 の 9。。 。  …… ⑨ 


と 定まる . ①, ⑨', より ァ >, 2,。 < 々 は 7 に つい て の 方 程 式 
だ ーg だ 十 7 一 6 の 2 テ 0 
の 3 根 で ある . 
この 方 程 式 が 7 一 と いう 解 を つね に も つこ と は ,。 た や すく わ 
か る . 


62 3$1]1 数 と 式 


2 人 の キー 6 
が PO お の 0/ この 式 の 値 を 求め よ . 


ポト カヌ ミヌ ポ ヌ ヶ ヌー タッ テッ ーー 


[アプ ロー チ > 3 つの 文字 Z。 2 c の 間 に 成 り 立 つ 等 式 が 2 つ 与 えら れ 
て いる だ け で すか ら , 2, 2, c の 値 は , 決ま り ま せん . しかし, この 式 
の 値 は , 決ま っ て し まう , と いう 不思議 な 古来 有名 な 問題 で す . 


りー リー ら 6ー1 や 2=0 ニ っ =2 の まう な 場合 と 考 みれ は テ と ら う 


値 を と る こと は , すぐ に 納得 で きる で し ょ う . 
/ と 


ch 2 (ドー 
ec) mt 6W 
の 三 ん (c 填 る) PC つつ ② 
の =ー ル ( の の) 訟 | 《 


が 成り 立つ . ①+⑨⑧+③ より 
g 十 の 十 c 三 2 ん (2 十 2 十 c) 


で ある か ら 。 2 十 5 上 c キ 0 の と き は , 一 テ で な け 
れ ば な ら な い . 
これ は , g テ 2ーc ( キ 0) の と き に 起こ る 。 


g 十 5 十 c 三 0 の と き は , 与え られ た 分 数 式 


の し 4 の の (の 
ニー 参 = あ 沈 
の 十 C ー ム の 銀 の 十 c* c 二 の” g 十 め の 値 は , 隊 27S と 3 村 
aa よっ て , 求め る 式 の 値 は , 
ー1 また は テテ 
で あり , 


前 者 は 。 2 十 の 十 c テ 0 か つ 2, 2,。 c キ 0 の と き 
後者 は 2 の ーーc キ 0 の と き 実 現す る . 


[ 注 ] 4 つの 文字 2。 の c, を に つい て の 

g 三 ん (2 十 c) 

2 三 ん (c 填 る) 

c 三 ん (4 填 め ) 
と いう 連立 方 程 式 (未知 数 の 個数 の 方 が 方 程 式 の 個数 より 多い の で , 
当然 。 解 は 1 つ に は 決ま ら な い ) に お いて , た の 値 だ け は , 2 個 に 限定 
され る . これ が 本 間 の 核心 で ある . 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 65 
日. 1 どら 5 Rm や っ ーーー ニギ キン GPS っ RESSSkz 


三 0, 1, 2, 2 


_ (< が = 1 雪 2 の 所 <- の ) 


SR 335 BPR 


通 分 し て , 万 : 三 


お < ぐ く ⑲ 下 だ だ 
ニー{27(2 一 c) 二 が の (c 一 の 填 c(2 一 の) 人 独 これ は 交代 式 . 
で ある 。: 
1) z 三 0 の 場合 
@⑦ テ ー({(5ーc) 十 (c 一 の (2 一 の ) テ 0 


( 明 
(2 一 の (2ーc)(c 一 の 


2) z 三 1 の 場合 
ュ テ ーf{2(5 一 c) 十 が (c 一 の 十 c(Z 一 の ) テ 0 


3) 凶 2 の 場合 
G テ ー{27(5ーc) 十 が の (c 一 の 十 c 人 (2 一 の) 
テー{{(2ーc)〆ー( ゲ ーc う 42 十 (/ の 一 69) る 。 に つい て 整理 . 


( ゥ ーc){Z デ ー(5 填 c)g 十 6c) 
(ーーc)(Z 一 の (< 一 ) 
テ (Z 一 の (2ーc)(c 一 の ) 


4) z 三 3 の 場合 
G③ テ ー({ の (2 一 c) 十 が (c 一 の 十 g@*(Z2 一 の ) 
(20 の 一 の (パー ズリ gt(0'e ろ 599) 
{Z*(5ーc) 一 ( ゥ ーc)(/ の 十 6c 十 9)Z 
填 の c( 一 c)(2 十 c)) 

テー(2ーc){ー( の 十 の c 十 c の 2 填 6c(5 十 と )) 
テー(5ーo){2( ゲ ダー の) 一 の c(2 一 の 一 (2 一 の ) 
テー(5ーc)(Z 一 の {2(2 す の 一 一人 9 
(5 一 c)(z 一 が {一 (c 一 の (2 填 の 一 c(c 一 の ) 
(5ーc)(c 一 (2 一 の (2Z 十 6 十 c) 
以上 か ら , 

7 ニー カー0。 邦 三 1。 刀 三 g 十 6 十 c 
を 得る . 
[ 注 ] ここ で 示し た の は 「 オ イラ ー の 分 数 式 」 と いう 著名 な 関係 で ある . 


| 


66 3$] 数 と 式 


ァ リ ー4 ア "ツー272 二 の 十 の 52 
定数 か 2 の 値 を 定め よ . 


ESSSmrekーー 球 HREF 2eESSC2TRRo こ SEE5 に ESSPER 


[アプ ロー チ > 4 次 式 が 完全 平方 式 で ある と は , ある 2 次 式 の 平方 と 書 
ける と いう こと で す . 


民 較 * の 係数 が 1 で ある こと に 注意 し て 


ター47"ー2z“ 十 か y 十 9 三 (77 十 錠 十 07 ……… (*) 
と な る 定数 zz が 存在 する よう な , ヵ 9 の 値 を 求 
め れ ば よい . 


まず , (*) の 右辺 を 展開 する と 
Z* 二 277" 十 (27 十 27) ァ 7 十 227 十 7 


と な る の で , 
(*) が 成立 する た め の 条 件 は , 
2 ニー4 。  …… ① 
両辺 の 係数 を 比 半 2 ニー ら 
較 . 2 カー …… ⑧ 
22 三 9 "の ④ 


(1206 の OPCGSIGYOX の 
①, ② を 満た す ZZ は , 
22 デー2。 zz デー3 
に 限る の で , これ を ③ に 代入 し た 式 が 成り 立つ よう 
に か の を 決め れ ば よい . 
すなわち 。, 
ァ 12, og 三 9. 


[ 注 ] (*) の 右辺 の か わり に , 
(/z 十 十 7)7 
を 考え て も よい が , どの みち ?* の 係数 を 比較 し た //ー1 か ら 。 
7 土 ] が 出る の で , 初め か ら 
1 
と 限定 し て お いて も 一 般 性 を 失 な わな い の で ある . 
(/ テ ー1 の 場合 に は , 娘 三 2。 ヵ 3 が 得 ら れる が (一 yz" 十 2 ァ z 十 3)* 
は , (z*ー2 ァ ーー3)? と 同じ な の で , 7 テー1 の 場合 を 考え る 利点 が な 
い の で ある .) 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 6Z 


CSS ミー ニニ 


晶 .1Z フ = 
ァ ,。 ヶ の 2 次 式 6z* 十 xy 一 の 十 一 9 一 20 が , 1 次 式 の 
2 WMA 04 を 求め よ . 


RSSSOCOGHES7adsTECGS が GSG53SB 還 ECSES2ESROSERNDGOESYEPSESsy 


[アプローチ >, ?〉 の 1 次 式 と は , 2z 十 3 ヶ ? 一 4 の よう な 形 の 式 の こと . 


一 般 に *。 ヶ の 2 つの 1 次 式 
の 75EO7cRG 引 の 2 の = が の 二 G で 
の 積 は , 
g@ の 7" 十 (2 が 二 の の xy 十 6 の 7 の 十 …… 十 co' 
と な る . つま り , 展開 式 の 2 次 の 部 分 
g の 7" 十 (2 が 十 の の xy 十 6 の の 
は , 
(zz 十 6 が)(ZZ 十 がめ) 
に 等 し い . この 事実 に 注目 し て , まず 
6z* 十 xyー9“ー(3z 一 9)(2Z 十 め ) 
と 因数 分 解 し , 
6z“ 十 gy 一 7 十 一 9 ヶ 一 20 
(3z 一 gy 十 の が (2z 十 9 十 2) …… (*) 
と お く . 右辺 を 展開 する と 
6z? 十 zg 一 の 十 (2 ヵ 十 32)z 十 ( ヵ ー9) み 十 が 2 
と な る の で , (*) が 成り 立つ の は 


ん 2 ヵ 十 32 es ① 
ー9 テ カー の ee aiaiaim ② 
ー20 三 72 つい ③ 
の と き で ある . ② と ⑨③ を 満た す ヵ 2 は 連立 2 次 方 程 式 
ヵ ーー5 ヵ ーー4 
また は 0 


の 2 通り ある . ① よ り , 求め る た の 値 は 
た 一 2 また は ん た 三 7 
で ある . 
[ 注 ] z, ヵ の 2 次 方 程 式 6x? 寺 xy 一? 十 太 一 9 ヶ 一 20 テ 0 は ,。 一 般 に , 
双曲線 を 表す . 特に , た を 三 2 また は ん 三 7 と いう 値 は , 双曲線 が 洒 近 
線 に くっ つい て し まう , と いう 特別 の 場合 を ひき 起こ す の で ある . 


(< 拓 還 朗 の 二 bY 


に 1 1 「 コ に 1 2623SSGRSRG0PSGPESR52 な 22 
ロ 


4 ヶ * 層 ヵ 
( プ 二 WE 5 8533 (*) 


が , 恒等式 と な る よう な 定数 2。 の, c の 値 を 求め よ . 
[アプ ロー チ > 分 数 式 は , 数 学ん の 範囲 外 で す が , この 程度 は 経験 し て 
お く の も 悪く あり ませ ん . 


(*) の 右辺 を 通 分 し た 上 で , 両辺 の 分 子 を 比 
較 す る と 
4z*ーg( ァ ー1)(z 十 1) 十 が z 十 1) 十 c( ァ ー1)* 


SANKEIESSSPORSRRS2SCRCSCI22SSOXNG75RG5E9SSMGHSSSSNEGSESNA0RRSRRE 


と な る . 
これ が 恒等式 で ある こと か ら , 特に 
人 計 = 馬 二 か 三 () 


と お いた と きも 成り 立つ . 


Bo 
4 三 2 の ヵ co 一 8 
に 6 三 2 
0 テー2 十 め 十 c c 三 1 
で な けれ ば な ら な い . 


送 に , この と き , (**) の 右辺 は 
3( ァ ー1)(> 十 1) 十 2( ァ > 十 1) 十 (> 一 1)* 
三 3(z*ー1) 十 2( 十 1) 十 (z*ー2z 十 1) 
三 4z2 
と な り , 確か に (*) が 恒等式 と な る . 


[ 注 ] (**) の 右辺 を x に つい て 

(2 十 c)z* 十 (5ー2c) 十 (一 2 十 め 十 と ) 
と 整理 し て か ら 係 数 を 比較 する 方 法 も ある が , 上 の 解答 の よう に うま 
いと の 値 を 代入 する と , 複雑 な 計算 を せ ず に 結果 に 到達 で きる .「 特 別 
な 3 つの 値 に つい て (**) が 成り 立つ 」 と いう 条件 だ け で ,「 恒 等 的 
に (**) が 成り 立つ 」 こ と が 保証 で き な い と 思う 人 の た め に , 最後 に 
代入 し て 検算 し た の で ある が , 実は , (**) の 両辺 の 次 数 を 考慮 すれ 
ば , この 検算 は 不要 で ある . on A1.13 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 69 


ETCHT5EE 


5 


和 EE の 実 a ヶ に 対し , 次 の お の お の の 不等式 が 成 
IN の MS (3 を 示せ . 


(1) (e+ の (+ テ 4 


(2) UNEP 二 一 5 
[アプ ロー チ > 数 学 A の 範囲 で は , 不等式 を 証明 する と き の 原 則 は , 
還 両辺 の 差 を と り , それ が 定 符号 で ある こと を 示す . 
適当 な 絶対 不等式 ( 相 加 平均 = 相乗 平均 な ど ) を 利用 する . 
(の 559 


匿 還 (1) G+ の (テテ) 


_ <4 ゆま 

の Bk 2 ヵ 52 
=2+ 地 + 了 

グ の 光 
=2 十 2 の ( 相 加 平均 = 相乗 平 均 ) る z>0, 2>0 

の と き 
ー2 十 2= 
を 邊 g 十 の テ 272 ひ 


( 2 ) ( 々 + タ + タ ( + 一 ンー 


0 3 


60 


2 が な を る +2/ そ ・ 


畔 Des 邊 


る 


[ 注 ] 1)。 (2) は それ ぞ れ e+ の (テラ)=20y-2/ 三 や 


上 ー に 
( ァ + ッ る (ニキ ラー)=395 3 ラー か ら も っ て いく こと も で 


きる . ここ で 示し た 不等式 は , B.507 で 学ぶ コー シー の 不等式 の 特 
別 の 場合 で ある . 


Z の $1 数 と 式 
(1) 関数 ?= メー (z>0) の 最小 値 を 求め よ . 
= NN き , < 三 zx ヶ の 最大 値 , UL GS 人 


SSRSGEASGGRGSS2RSERESSRSRGD 


(⑫) 2 キ 7 


SNS 


いろ いろ な 方 法 が 考え られ ます が , 最小 値 の 定義 


( つね に 不等式 7/(z) 和 7w が 成り 立ち , 
| げ (z) の 最小 値 三 x と し か も , この 等 号 が 成立 する よう な 
[ > が 存在 する . 


を 思い 出し て , 相 加 ・ 相乗 平均 の 不等式 を 利用 し て み ま し ょ う .。 


g 且 0。 の 呈 0 1 1 
多 答 = ー 且 ーー 
の まう 隊 還 (1) ヶ ァ +ー 74 の 5 


2 填 5=272 の 7/ め 
6 革 ここ で , 等 号 は ァ ー1 の と き に 成立 する . 
1 を よっ て , ヶ の 最小 値 は 2 で ある 。. 
(2 ) 一 般 に , 
実数 々 に 対し 。 馬 y" 十 の / 且 27Z7 タ 7ー2|zz| 
Y〆=|| で ある が , z 十 一 2 で ある の で , 
|Izls1 OO つつ ① 
ー-1yy ミ 1 th ②⑨ 
が 成り 立つ 、① の 等 号 は 
アオ ニー2 匠 クー1 it ⑥) 
2 の と き に だ 成立 する . 
を 解く . を 満た す , 》 の 値 の 組 の うち , 


② の 右側 の 等 号 が (>。 ヵ ) ニ (1, 1), (一 1, 一 1) 
② の 左側 の 等 号 が (>。 ヵ ) ニ (1, 1), (一 1 1) 
の と き に 成立 する . 
よっ て , ぇ デ yg の 
最大 値 1、 最小 値 ニー1. 


(2) は 数 学 T で 学ぶ 三角 関数 を 利用 し て 解決 する こと も で きる . 
つま 8 り 5 
ES 
ッ ー マ 2 sin の 
ぇ 2cos の sin の 9 王 sin29 
と な る か ら で あ る . 


(0'" ミ の <360'7) と お く と , <ーz み は 
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に 1 内 1 1 の NTFRSSSET Eco 


正 数 z。 〉 が ァ ygー3 を 満た し て 変化 する と き , 
に 1YV 4 に > 
=(z+ テ ) +(2+ ッ ) の 最小 値 を 求め よ . 
と いう 問題 に 対す る N 君 の 答案 の 誤り を 指摘 せよ . 
ーー N 君 の 答案 ーーーーーーーーーーーーーーー 


1 1 
+ 一 =2。/ ヶ 一 =2 
み を ダ 


PA 


レル ー リ 。 1 議 還 た LN 提 moooDC は と 《) 
ゆえ に , る の 最小 値 は 8 で ある . 


1 Y 1 Y 
(+ ネ ) +(y テ ) =44=8 


SORAREPS22S 財 DSGTNSRRNSSKPSEE2EEY Rse66 ー ご CCCD を で 0 さら SRN0532m て gr と ら 3065YSCd7 な ST 


[アプ ロー チ > 不等式 と し し て は ,① も ② も 成り 立つ の で , ③ も 成り 立ち 
ます 。 し か し ,。 これ ら は, “単なる 不等式 ” に 過ぎ ませ ん ! 


不等式 ③ の 等 号 は , ①, ⑨② の 等 号 が 同時 に 成 
り 立 つと き で ある 。 


① の 等 号 は 。 ーー 論議 証 COO ④ ァ ーー 

⑨② の 等 号 は ,。 =1 mt ⑤ (4L>0 

の と き に だ 限っ て それ ぞ れ 成立 する が , を 解く . 
ァ 二 デー3 


の 下 で は ④, ⑤ が 同時 に 成り 立つ こと は な い . 
よっ て ,③ の 等 号 は 成立 し な い . 
し た が っ て , < の 最小 値 が 8 で ある と は いえ な い . 


22  $1 数 と 式 


( ァ >1) の 最小 値 を 求め よ . 
と いう 問題 に 対す る N 君 の 答案 の 誤り を 指摘 し , 正しい 答 


と 人 1 
関数 9 ニタ fー ニ ィ 


相 加 ・ 相 乗 平 均 の 不等式 に より , 


1 / 1 
ーー: テ 
グ の 中 っ ー ィ 2 0 3 か 


この 等 号 は 。 ァ ーー ニ ーー かつ ゆ ァ 1 
1 . FV5 
SS 
ァ ッ >1 2 


の と き に だ 成立 する . 
よっ て ,。 この と き の ヶ の 値 


9 デ 1+/5 が 求め る ヶ の 最小 値 で ある . 


つね に 7(z)=2( ヶ ) 

等 号 が 成立 する の は zo。 の と き 

で ある か ら と いっ て , ーxzo の と き 7 パ (y) が 最小 値 

を と る と は 言え ませ ん . 

0) A 君 の 身長 は いつ も B 看 以上 で , 2 人 が 15 才 の 
と き に 同じ に な っ た . だ か ら と いっ て , A 君 の 身長 
が 15 才 の と き に 最も 低い と は 言え ませ ん ね . 

隊 不等式 キー ニー ミ 2。/ ーー が つね に 成 


9 三 9⑫) 


% り 立 つと いう こと は 正しい が , 右辺 が 定数 で な い の 
で , 等 号 が 成り 立つ と き に , 左辺 が 最小 に な る と は 
g 十 6 和 テ 272 の 言え な い 。 正しく は , 次 の よう に 解く 。 


ー 定 数 に 1 
の 形作ら た め " 8 で で を せ 9 
の 変形 1 
= ーー 
=2./( ヶ ーー ニー+1 
生 康 | は 記 だい 
2 
> この 等 号 は 。 ァ 2 の と き に 成立 する . 
の 


よっ て , ヶ の 最小 値 は 3 で ある . 
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(1) 2, 2, c を 実数 と する 不等式 3(〆 が 十 ⑦ 和 ミ (2 十 6 十 c)* 
を 証明 せよ . 
(2) 2, 2 c は 正 の 実数 と する . 不等式 ダ ゲ が パ 十 c? 生 32c 


ck 


の 程度 の 式 の 複雑 さき に ひる む よ う で は いけ ませ ん . 


(1) 3(Z2Z 二 ゲ 十 c9 一 (42 十 5 十 c)* 
3(22 十 の 十 c の 一 (ZZ 十 の 十 c* 
十 222 填 20c 十 2cg) 
2ZZ 十 2 の 十 2c“*ー22 め 一 20c 一 2cg 
と な る が , 最後 の 式 は さら に 
(Z〆ー222 十 の ) 十 (ゲー2c 十 c⑦ 十 (c*ー2cg 十 の ) 罰 こ の 変形 が ポイ 
=(Z- の 二 ( ぁ 8-c ぷ +(c 一 の * の 
と 変形 で きる . この こと か ら 
3(〆 十 ゲ 十 c9 一 (2 十 5 十 c)* ミ 0 
3(Z 十 の 十 c う =(2 十 0 十 c)*。 血 
( 2 ) まず , 両辺 の 差 は 
の 十 が 十 の ー320c 
三 (2 十 6 十 c)(g2 十 が 十 c“ーg5 一 一 co) 
と 変形 で きる . 右辺 の 第 1 因子 は , 2, 2, c が 正 で 
ある こと か ら 正 で あり , 右辺 の 第 2 因子 は , 


ぁ (< の )* 十 (2ーc)* 十 (c 一 の 人 す (1) で 経験 し た 


変形 . 


と 変形 で きる こと か ら 0 以上 で ある . ゆえ に 
の 十 が 十 ー3g の と =0 
の 十 の 十 o" 生 332 の c。 四 


[ 注 ] 1” ①) で 示し た 不等式 は , 後に 学ぶ コー シ の 不等式 
(ZZ 十 ゲ 十 c9(z2 十 7 十 )= ミ (ZZ 十 6 十 C<)* 
の 特別 の 場合 で ある . pm B.507 


2” (2) の 結果 に お いて 。 テス, が ー 万 。 ご ニテ C と お く と 。 
すす ビュ が 28 ど 


が 得 ら れる . 
これ は 3 変数 の 場合 の , 相 加 平均 ・ 相 乗 平 均 の 不等式 で ある . 


7 ダ $1 数 と 式 
日 . 134 202W2EHHNS3 の EER SRIBE252GID20YSYE3253SBHMSHEESRPSM230309820052 


(6 の = の 2 生 ど 35 
(1) 任意 の 実数 2。 2 に 対し , 不等式 
g 十 5 げ (2) 二 (6) 
) < 2 


が 成り 立つ こと を 示せ . 
(2) 任意 の 実数 z。 ヵ , <, w に 対し , 不等式 
7( < 圭 4 る ) ー プ ( ァ ) 十 の め 十 (<) 二 7( ぁ ) 
4 Ce ミ 


が 成り 立つ こと を (1) を 利用 し て 示せ . 
(3) 任意 の 実数 z, ヶ , < に 対し , 不等式 
ァ 十 ヶ 十 る ア (z) 土 ( ヵ の ) 十 (る ) 
り ( 3 ) s 3 


が 成り 立つ こと を (2) を 利用 し て 示せ . 


RYOPERHR 本 OR おい 2 本 の o つ 9 和 5 と ESSAY 


[アプロ ー チ > (1) は 問題 な い は ず で す . (2) に お いて (1) を どう 利用 する 
か , (3) に お いて (2) を どう 利用 する か , が ポイ ント で す . 


(①) 7 Aa は が の 


FE 


ミ 0. 血 


(2 ) (① の 2 5 に それ ぞ れ ご を を る を 代入 


する と 
人 
つつ ① 

が 得 ら れる . また (1) で 示し た よう に 
9 7 | ) < パク 
ep。 Pl 207 

で ある か ら , これ ら を 加え あわ せ て 

(と)+ ル 今 ) 


< テ (/(⑦)+/( の +7⑦+7( の )】 2 ② 
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を 得る . ①, より 
キッ エ ルキ 4 
4 < 4 


が 成り 立つ . 血 


( 3 ) (2) で 得 た 不等式 の >。 ヶ , <,。 の の と ころ に そ 
マ ァ 十 み 十 る 


れ ぞ れ , >,。 2。 る 四 を 代入 する と, 
の の 士 る 二 2 
/6 の 2 の SS 
Sp 


7?+ バ の +7( の +7( では る) 


4 
と な る . この 不等式 を 整理 する と 
ァ + ッ 二 る \ ン 7 パ ( 々 ) 十 (の) 十 ( る ) 
| 3 3 


辺 = 


が 得 ら れる . 中 


感 移 1' (1) の 不等式 が 成立 する こと は , 右 
の グラ フ を 見 れ ば , 納得 が いく だ ろう . 

つま り , この 不等式 は , 曲線 9 ニア (>) が , 
下 に 凸 で ある と いう 性質 に 対応 し て いる . 


2" (2 (3) で は , (1) の 結果 し か 利用 し て いな 
ゅ の で ここ で 用 いた 論法 は , (1) を 満た すす べ 
て の 関数 7(z) 一 一 た と えば , 7(z) テ ァ *ーー 
に 対し て も 有効 で ある . 

数 学 II の 範囲 で ある が , (>) テ ーlogz 
を と れ ば , (1), (2②), (3) の 不等式 は , それ ぞ れ 


2 のり っ /Z7, 


する て を 72 


2 て する 記 95 め 


に 対応 し て いる . 


ES 


② ァ 十 み 十 タテ 0 ーー 《) 


g 十 の y 十 c< 科 0 
で ある こと を 証明 せよ . 


2 


②③ ょ より >=0 …… ⑳⑩ go ⑤ 
で ある . を 用 いて ヶ を 消去 する と 
g 十 0y 十 cz 三 g の メー 6( ァ 十 々 <) 十 cz 
テ (2 一 の z 十 (5ーc)( 一 ぅ ) iC ⑥ 
当る こら の で 。 ⑩ @⑥。 ⑥ め ら 
(2 一 の =0, (2ーc)( 一 る )=0 
で ある か ら , ⑥ よ り gz 十 6/ 十 cz=0 を 得る . 血 


B.13B 一 ーー 
次 の 不等式 を 証明 せよ . 
(1) 2 ミ =, = の と き , (4 填 の (z 十 2) ミ 2(ZZ 十 6) 
(2 古 2 人 の 全 6 有 のみ 生え の (とき 
(2 填 6 十 c)( ァ 十 ヵ 十 <) ミ 3(2ZZ 十 0 十 C<) 


(1) 2(Zz 寺 6) 一 (2 填 の ( 々 十 め の 
ZZ 十 の 一 一 gy 三 (Zー の (メー2) 
g 一 の =0。 ァ ーz 生 0 より (2 一 の (一 の ミ 0 で ある . 
(z 寺 の (> 十 め ) ミ 2(Zz 十 )、 自 
(2 ) ①⑪ よ り (2 填 の (z 十 の の ミ 2(2Zz 十 が) 
(2 填 c)(2 十 る ) ミ 2(6/ 十 <) 
(Z 十 c)(< 十 る ) ミ 2(2Zz 十 C る ) 
この 3 式 を 辺 々 加え る と 
(22 十 5 填 c)z 十 (2 十 25 十 c)z 十 (Z 十 6 十 2c) 々 
ミ 4(Zz 十 が 十 C<) 
両辺 か ら gz 十 丸 十 cg を 引い て 
(42 十 p 十 と) 十 (2 十 十 c) ヶ 十 (Z2 十 6 十 c) 々 
人 3(Zz 十 が y 十 <) 
よっ て (4 十 填 c)(> 十 2 十 る ) ミ 3(Zz 十 の 十 c<)。 四 
研究 上 の 不等式 (1) に お いて 等 号 が 成立 する の は 「2 三 の また は 
ィ ァ ーッ 」 の と き で ある . (2) に お いて は どう か ? 
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日 . 1 コア 尊 55 寺 EEGEESSTCSESSSSRSNSSSS 


(0 の 。 7 る が 正 の と き 衣 人 R 圭 成 
(> 十 の (2 十 る )(< 十 ヶ ) ミ 8zyg 
が 成り 立つ こと を 示せ . 
(2) ある 三角 形 の 3 辺 の 長 さ を 2,。 の 。 と と お く と き , 
不等式 
(2 十 c 一 の (c 寺 2 一 の (2Z 十 5ーc) ミ の c 
が 成り 立つ こと を 示せ . 
興和 線 ET 
[アプ ロー チ > (1) も (2) も 左辺 を 展開 し て し まう と , か えっ て “ 先 ” が 見 
えな く な っ て し まい ます . (2② で , 2, 2, c が 三角 形 の 3 辺 の 長 さ で あ 
の EVA うら (は の 6 一 の 1G に の 二 の 3 計 の の の 2Y95C ペ GTENGY2 の 1 の 5 
と いう こと に ほか な り ま せん . 


(@⑱ り 中 謙 逐 0) の 多 0) る 逐 0 


より 
ァ 十 2 且 27zy >0 
に Se 
る 十 ヶ 生 2/zz >0 
が 成り 立つ 。 これ ら 3 つの 不等式 を か け あ わせ る と 
(z 十 の ( ヶ 十 る )(< 十 >) 生 8zgg 
が 得 ら れる . 時 
(2 アー の 5 十 c 一 の 
デーc 十 一 の め 
る 6 十 め 一 と 
どく と 。 


2Xz05 み ジ 0。 タグ 0 
で ある か ら , (1) で 示し た 不等式 
(> 十 め (2 十 る (< 十 ) ミ 8zg 
が 成り 立つ . これ に g, 5, c の 式 を 代入 する と 
2c・22・2 の = テ 8(5 十 c 一 の )(c 二 2 一 の (2Z 十 一 と ) 
(5 十 c 一 の (c 填 2 一 の (2 十 5 一 と ) ミ 2 の c 
が 得 ら れる . 岬 
研究 の の c を 3 辺 と する 三角 形 の 外 接 円 の 半径 7, 内 接 円 の 半径 
ヶ の 間 に , 不等式 2Z ミ ア が 成り 立つ こと を 証明 し た こと に な る . 
( ヶ , ア を 6, 5, と お よび 三角 形 の 面積 き を 用 いて 表し て みれ ば わ 
か る .) 


0 Si 語 2M 式 


語 と 数 学 の 2 科目 の 得点 で 順位 を 定め る 試験 に お いて , 
英語 の 得点 を ァ (0 ミ ァ ミ 100), 数 学 の 得点 を (0 ミッ ミ 100) 


と する と き 。 ふつ う は ー テ (>†9) の 値 を 基準 と する . 


レニ さす 2 5281 (呈す ) の 借 を 


HDS 

(1) 1 人 の 受験 生 に つい ぃ て , z。 2,。 w の 大 小 を 判定 せよ . 

(2) 2 人 の 受験 生 に つい ぃ て,。 の 値 に よる 順位 と z の 値 
:: 届 の 用 0000e の て 0 2 


ROADNECSRSAYYCSSEIOHERYOS ONSEN お INSNASEITSGONETRNMSNR 


[アプ ロー チ > 2 数 >, ヶ で 定まる 値 み が 

ァ く 2 一 くく か つ ァ ー ァ ピー テ 娘 三 み 
を 満た す な ら ば , 7。 を 「 ヶ と ヶ 》 の 平均 」 と 呼 ぼ うと 約束 する こと は , 
それ ぼ ほど 無 茶 で は な いで し ょ う . この 立場 に 立て ば , 本 問 の z や 2 も 
正 数 *, ヶ の 「 平 均 」 の 一 種 で す . 


2 


2 2 2 


4 
ー テ (テー の 0 
72 の 1 の いら 
4 三 の 
で ある . 同様 に 、 
実は 。 eew' > の ーッ ニテ (7 ァ ー ソ ァ ゲ アテ 0 
の 証明 に お いて 
ジテ の 全 の 
CO ゆえ に , み 放 の め 生 の で ある . 
る だ け で よい . 


(2 ) 平均 ぁ ゅ では, 2 つの 得点 の 効果 が 一 様 で ある 
が , 平均 z では, 2 乗 の 効果 が 効い て 和 が 不変 で も , 
偏り が 大 きく な る と (偏っ た 実力 の 持ち 主 !), z の 
値 が 増大 する . その 結果 , た と えば , 4 : ヶ テ ッ ー60, 
万 : 100, 2 一 0 と する と 。 ゅ で は , 4 の 方 が 上 だ 
が , z の 方 で は , 4ー60, ぢ =ー50Y 2 と な り , 万 の 方 
が 上 に な る . 
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= ニニ に デー ニー ここ ここ 


B. 13 ヨ = 
次 の [| _」 に あて は まる も の は , 下 の 2, 2, c,。 の の いずれ 
か . た だ し , ヶ , ヶ は 実数 と する . 

(1) ァ >y で ある こと は ,。 ァ デ >y" で ある た め に M 
222 で ある こと は 7 ジグ で ある だ め 居 還 | 
(3) ァ >y で ある こと は ,。 ママ ァ > で ある た め に [ 1 
6. 必要 で ある が 十分 で な い ヵ . 十分 で ある が 必要 で な い 
MM 1 の “で 22 MOOKR GS 


SS の ST で PC の EESTI の か YECS05< な ON が CAMNNTRRSMPNSS5ENSSYYrSR 


[アプ ロー チ > 「 必 要 」 や 「 十 分 」 は , 2 つの 条件 の 間 の 論理 的 関係 を 表 
すこ と ば で すか ら , 主語 の と り 方 に 注意 し な けれ ば な り ま せん . つま 
り ,「 条 件 P は 条件 の で ある た め に 十分 で ある 」 と いう こと と 「 条 件 @ 
は 条件 の で ある た め に 必要 で ある 」 と いう こと は , まっ た く 同 じ 意 味 
を も っ て いる の で す . 

と ころ で , 本 間 は ,「 不 等 式 の 両辺 を 平方 する こと が で きる か 」 と い 
う 問 題 を めぐ り , 「 両 辺 と も 0 以上 な ら で き る 」 と いう 常識 的 解答 に 警 
鐘 を な ら す の が 目的 で す 


隊 還 (1 ) た と えば , 
マー1,。 テー2 
の と き ,。 ァ > で あっ て も ,。 ">9" と は な ら な い . 
他 訪 請 だ と (ば 
ァ デ テー2。 デー1 
の と き ,。 “>” で あっ て も , ァ >2 と は な ら な い . 


. 
( 2 ) > が を eー の (<7 十 zz 十 め の >0 
で あり , し か も 
(z。 の ) テ (0, 0) を 除い て z* 十 gy 十 >0 る ィ ー ッ 0 の と き 
で ある こと か ら は ダッ > グ * も 
> の を の ァ ッ ンク ァ > ヶ 2 も 成り 立 
で ある . 0 (の SKY 


( 3 ) / ァ >/2 で あれ ば , 両辺 と も 0 以上 な の で 
両辺 を 平方 し て も 同じ 向き の 不等式 . すなわち 

ァ >2 が 成り 立つ が , 逆 に ァ >y で あっ て も , 。 み 
が 0 以上 と は 限ら ちら ない の で ,。 マ ァ ッ > と は いえ な 
い 。 人 。 
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実数 > に つい て の 条件 
が ァ ) : ァ >Z 
の ( ァ ) ・ ァ > の 
が ある . が ) が (>) の 十分 条件 と な る よう な 実数 の 定数 
の ひらの 満た すべ き 条 件 を 求め よ . 


[アプ ロー チ > “が (>) が 2(Z) の 十分 条件 で ある ” と 
は , “が z) を 真 と する すべ て の ヶ に 対し , 2(z) が 真 
と な る ” こと に ほか な り ま せん . いい か えれ ば , が 々 ) 
を 真 と する の 値 の 集合 が , 2(z) を 真 と する の 
値 の 集合 の に 集合 と し て 含ま れる (部 分 集合 で ある ), 
0 ンコ に Ser 


条件 z*> を 満た す ヶ の 値 の 集合 は , 
衝 実数 全体 
の =0 の と き は  。 ァ <ー/5 また は 


ヵ < ヶ z の 実数 全体 
で ある . 
ゆえ に , 
i ) 2? く 0 の と き は , 任意 の 実数 2 に 対し 
ァ >6 な ら ば つね に ">6 
ー 誠 3 @ が 成り 立つ . 


ii ) 2 テ 0 の と き は , 
ァ >2 な ら ば つね に “> の 
が 成り 立つ た め の 条 件 は 
しだす 
と な る こと で ある . 
以上 より , 求め る 条件 は , 
の <0 また は (=0 か つ 2 ミア 5 ) 
で あり , これ は 
の <0 また は (g=65 生 0 か つ go=0) 
と 表す こと も で きる 。 
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日 .141 ーーーーーーーーーーーーーーーー 
(1) 次 の 各 条 件 が 成立 する た め の , 実数 々 の 範囲 を 求め よ . 
ヵ : 任意 の 実数 々 に つい て 。 ァ > テ 0 な ら ば ァ ッ >g 
 : 任意 の 実数 ヶ z に つい て 。 ァ >0 な ら ば ァ >o 
(2) 0 較 4 AA MA 
[ プ ロー チ > 条件 ヵ を 満た す 任 意 の > が 条件 ? を 満た す と は 。 
人 zz は ヵ を 満た す } {>|z は を 満た す } 
と いう 集合 の 包含 関係 が 成り 立つ こと で す . 


隊 還 (1) 数 直線 の 上 で , 区 間 >=0 
が , 区 間 >2 に 含ま れる た め の 条 件 


を 求め れ ば よい . MI 


右 の よう に , gz く 0 の 場合 , z>0 の 場 | 人 紅 Pi2ESMS 半 3 


合 の 図 を か け ば , 前 者 は その 条件 を 満た 
し , 後者 は 満た さき な いこ と が わか る . ま 


0 。 
た , g 三 0 も 満た さ な い . CE 


し た が っ て , 条件 ヵ が 成立 する 2 の 範囲 は 
cg ぐ 0 
で ある 。. 
の に つい て も か と 同じ よう に 6 
g ツ 0 j g 三 0 j 2 く 0 
の 場合 に 分 け て 考え れ ば , g が 成立 する z の 


範囲 
cg 芋 0 @ 0 内 
が 得 ら れる 。 SCK 


( 2 ) “2<0" が 成立 する と き に は “2S0” は 成立 者 “ーー1 ミ 0” は 正 
する が , そ の 逆 は いえ な い . し た が っ て , (1) で 示し し い 不 等 式 / 
た こと か ら 

ヵ : 任意 の 実数 >=0 に つい て ァ >Z 
は , 

の ・ 任意 の 実数 *>0 に つい て ァ >g 
で ある た め の 十 分 条件 で は ある が , 必要 条件 で は な 
い 。 


[ 注 ] 「 任 意 の 実数 > に つい て 」 と いう 部 分 を 読み と ば す と , 何 を いっ 
て いる の か サッ パリ わか ら な く な っ て し まう . 
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B. 14 = 
(1) z ミ 2 を 満た すす べ て の 実数 に 対し て ,。 yz? ミ の は 
立 す る た め の 定 数 2。 ヵ の 条件 を 求め よ . 
(2) > 十 2 ミミ ん を 満た すす べ て の 実数 z。 ヶ に 対し , 

90 0 が 成立 する よう 実数 た の 値 の 範囲 を 求め よ . 
[アプ ロー チラ > いき な り (2) を 問わ れ た ら 困 る 人 は 多い で し ょ う . ヶ を 定 
数 と 見 な せ ば , 1) と 同じ 形 に な る と いう こと に 気づき た い の で す . 
< B.139 (2) 


SESSIONRSSNKeIKSSE2NEEONSSSRS 


( 1) zS ミ 2 は , 7 ミ の と 同値 で ある こと か 


際 5 の 1 靖 記 25 
和え 紅 ィ " ミ の "な ら ば の " ミ ヵ 
が 成立 する 条件 を 求め れ ば よい . それ ゆえ , 求め る 
条件 は 
@ 主 の 
で ある . 


( 2 ) まず , 》 を 定数 と 考え て , 
ァ ミ ん 一 》 を 満た すす べ て の に つい て 


ee 
が 成立 する た め の 条 件 を 考え る と , (1) で 証明 し た こ 
と か ら 
2 ルーク 葛 (4 一 の "ミー の 
2 一 で ある . 
IM これ を 7 に つい て 整理 する と 
な (32ー3 太 キオ だ -1s0 0 ……… ① 
と な る . 


し た が っ て ① が すべ て の 実数 y に つい て 成立 する 
た め の 条 件 を 求め れ ば よい が , これ は 


忘れ や すい . 多 i ) 一 0 また は 

ii) を く <0 か つ ,。 すべ て の ヶ に つい て 
ん >0 の と き 叉 3 一 3 十 デ ー1=0 
「 す べ て の ヶ に と 同値 で ある か ら , 求め る ん の 条件 は 
9 を 一 0 また は 
3 一 3 ん y 


(を < く 0 か つ (3 が “一 12( だ デー1) ミ 0) 
と な る . これ を 整理 する と 
た 三 0 また は た ミー2 . 


十 だ ー1 ミ 0」 
は 不可 能 . 
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KINGSSNSS3EEINORCSBMNRWMSEIEE 計 SFOINERSRBIGOPSEEi 天 ss 


B.143 - 
(1) 最小 公 倍数 が 360, 最大 公約 数 が 60 で ある 2 数 >, ヶ み 
(360> ァ >? ヵ ) を 求め よ . 
(2) 最小 公 倍 数 が 360, 最大 公約 数 が 60 で ある 3 数 >, ? ヵ , 
る 々 (360> ァ > ッッ > る ) を 求め よ . 
2 数 >, ヶ の 最大 公約 数 を の と お く と 
ァ ー の r'。 ヶ 三 上 W′ ( ダ , の は 互い に 素 ) 
と いう 形 に 表す こと が で き , 最小 公 倍数 は , みみ "となり ます . 


(1 ) 最大 公約 数 が 60 だ か ら 
ァ ー60*。 y 三 607′ (z**。 の は 互い に 素 ) 
と お く こ と が で きる . y, ヶ の 最小 公 倍 数 が 360 で 
ある の で 
60z"7 ビ 360 … マダ タデ 6 
で ある 。 さら に 。, 
360> ァ > ァ 7 oe 二 0 ジジ 
と な る こと も 考え る と , 
アー3。 の ニ 2 
で ある . ゆえ に 
マー180, g 三 120. 
(2 ァ ー60z。 ヶ 三 607, < 三 60/ 
と お け ば 
最小 公 倍数 が 6, 最大 公約 数 が 1 の 3 数 >。 が, ダ 
(6> ァ > ゲッ > タ ) を 決定 する 問題 に 帰着 され る . 
この 問題 の 答え は , 
ダー3。 の 2,。 ダー1 
で ある か ら , 求め る >。 2 ヶ 2, る 々 は, 
マー180, ヵ ー120,。 ヶ 三 60. 


RBSMEREYS な 的 計 SEDGSEO2SSSRE5SSE 


[ 注 ] (1) で , 360=2?・32.5。60 ニ 22・3・5 と 素因 数 分 解き され る こと 
に 注目 し て , ァ ー27・3?・56。 7ー27<37・57 と おけ ば , 
max(Z。 の ) 三 3。 min(2。 の ) テ 2 
max(2。 の ) 三 2,。 min(》,。 の ) テ 1 
max(c。 ) 三 min(c。 c) ニ 1 
と いう 整数 Z。 の, c。 の , の , の を 決定 する , と いう 問題 に な る . 
( 2 ) も 同様 . 
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B.144 一 
方 程 式 


= 計 た I " " " - え A さ at82 ③① 
を 考え る . 
(1) ① を 満た す 整 数 >。 》 の 組 を 1 つ 見 つけ よ . 
(2) ① を 満た す 整 数 >。 〉 の 組 を すべ て 求め よ . 


[アプ ロー チ > (1) 1 と する と は 整数 に な り ま せん . そ れ で は …. 
(2) IA1.E2 


(1) (?, の =②. 7) 


(2) ① と 
(z, の 三 (⑫ 7) を 夢 18・2 一 5・7 ニ 1 
① に 代入 し た 形 。 の 差 を と る と 
0k ニ 3 の ) 18(zー2)-5(?ー7=0 。  ……… ⑨ 
18 と 5 は 互い 克 と な り , ーー2 は 5 で 割り 切れ る の で 
に 素 . ァ ー5z 十 2 (z は 整数 ) 

と 表せ る . 

この と き ⑨② よ り 
18・5z ヶ 一 5(?ー7)= テ 0 
ヶ 三 182 十 7 
と な る か ら 
(z,。 の =(5z 十 2, 18z 十 7)  ( ヵ は 整数 ) 
を 得る . 


[ 注 ] 1′ ① は yz 平面 上 で 直線 を 表す . 
(2) の 目的 は , 直線 や 〇 上 の 格子 点 (整数 
座標 を も つ 点 ) を 求め る こと で あり , 
その 結果 , 格子 点 が 等 間隔 に 並ん で い 
る こと が 分 っ た と も 言え る . 

2* 少し 試行 錯誤 すれ ば , ① の 整数 解 の 
例 を 見 つけ る こと が で きる が , 系 統 的 
に それ を 見 出す 方 法 や 。 そもそも 整数 
解 が 存在 する の か と いっ た 問題 に つい 
て は , SW C.4 , C.5 
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B.145 ニー 一 


13 で 割る と 7 祭り, 7 で 割る と 2 余る 数 が ある . この 数 を 
UM 


ES 


= うに 


[アプ ロー チ > 試行 錯誤 で 見 つけ る こと も で きる で し ょ う が ,B.144 の 


応用 と し て 考え まし ょ う . どの よう に し て , 方程式 の 整数 解 の 問題 に 
帰着 させ る か で す . 


問題 の 数 を と し , 
を 13 で 割っ た 商 を ?, 
を 7 で 割っ た 商 を ヶ 
と 9 る 
パテ 13 ァ ヶ 十 7 三 7 ヶ 十 2 
ー13z 二 77 三 5 。。。 ・………… ① 
が 成り 立つ . これ は 
(Z。 の ー(ー2。 =3) 
を 1 つの 解 と し て 持つ . すなわち 


13( 2) 十 7( 3) テ 5 mai の! 
が 成り 立つ 。 そこで ①ー⑨ を 作る と る B.144 で 学ん 
ー13( ヶ 十 2) 十 7( ヶ 十 3) テ 0 だ 技法 . 
が 得 ら れる . 
る) 
還 e ( み は 整数 ) る 13 と 7 は 互い 
と 表せ る . 0 
し た が っ て 
13(7 ヶ 一 2) 十 7 
ー13・7 ヵ 一 19 


13・7( ぁ 一 1) 十 72 
と な り , を 13・7 で 割る と 72 余る こと が 分 か る 


[ 注 ] 上 の 議論 か ら 分 か る よう に , 逆 。 すなわち 
13・7 で 割る と 72 余る . 
ーー うう 13 で 割る と 7 余り, 7 で 割る と 2 余る 
も 成立 する . 
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B.14B 一 
次 の 方 程 式 の 整数 解 を 求め よ . 
(1) 2zz 一 3z 一 8 ヶ 十 7 テ 0 
(2) 15z*ー2zy 一 2* 十 32 一 44 三 0 


EYE かこ SOSEEERGOOBGESBOENESESSH9IKEG2288E3 


DNCEZSS 


[アプ ロー チ > (1) 守 " A1E 3 (2) も 同じ 原理 で す が , いく ら か 複雑 で す . 
隆 団 (1) ① を 次 の よう に 変形 する . 


( ァ ー4)(2 ヶ 一 3) ミ 5 。 ーー 04 
よっ て , 可能 な 場合 は 次 表 の と お り . 


5 を 2 つの 整数 参 
の 積 に 分 ける . 


( 2 ) ② を 次 の よう に 変形 する . 

IL [ 注 ]2" 馬 (3z- ヵ 4(5z 二 27 二 9= モ 60 0 ……… の 4 
3 

8 の 倍数 上 (3z 一 寺 9) 十 (5z 十 十 4) 三 8z 十 8 
で ある か ら , 和 が 8 の 倍数 と な る よう な 2 数 の 積 と 
し て 60 を 表現 する 方 法 を 考え て , 次 表 を 得る . 


22 三 2524 計 30 了 言 2 2 90 四川 計 0 同誌 6 6 10 

5z 士 士 4 | 一 2 | 一 30| 30 2 me 叶 に 00 川 語 00 6 
の 宝 SM 恒 選 9 3 3 三 3 隊 9 1 1 
M/ 19 渦 | 居 三 中 小作 還 の 1 1 詞 9 


[ 注 ] 1′ ① は zz 平面 上 で 双曲線 を 表す . 実際 ゥ y に つい て 解け ば 


Sd8/2 5 3 5 
が の 5 ( ヶ ー⑳( ヶ - す )- す PBOCDCCCCO ③ 


と な る . し た が っ て , この 双曲線 上 に は 4 つの 格子 点 が 存在 する と 
いえ る . また ③ は ①' を 見 出す 手段 と し て も 使え る . 
2" 実は ② も 双曲線 を 表す . また ②' へ の 変形 を 見 出す に は , ② の 左辺 

の 2 次 の 項 だ け を 取り 出し , 

15 ァ 一 2zy 一 2 デー(3z 一 の (5z 二 人 mmm ③④ 
と 因数 分 解 で きる こと を 参考 に し て , ② を 

(3zー タ 十 の (5z 二 2 ヶ 十 の テ c 
と いう 形 に 変形 する こと を 考え れ ば よい . 
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次 の 方 程 式 の 整数 解 を 求め よ . 
(1) 2z“ 十 8“ 三 20 
(2) 2z*ーzz 十 3832 デー4 ァ ー5 ヶ 一 6 テ 0 
[| アプローチ > また は , ヶ の と りう る 値 の 範囲 が 限定 で きま す . 
隊 還 (1) は 実数 だ か ら 32? ミ 20. よっ て 
の EE2 語 0 
この うち が 整数 に な る も の を 選ん で 
(y。 の 三 ( 土 2, 2),( 土 2。 一 2)。 
( 2 ) > に つい て 整理 し 
2z“ー(2 十 4)> 十 39?ー5 ヶ 一 60 
解 の 公式 で 解い て 
ァ ー テ (? 4 の ) 
7 を 3 
の ニテ (》2 二 4) 一 8(3 ゲ ー5 ヶ 一 6) 
ニー232* 十 482 十 64 
ここ で の =0 を 満た す ヶ の 整数 値 は 0, 1, 2, 3 
だ か ら , 対応 する > が 整数 と な る も の を 選ん で 
(。 の 三 (一 1。0), (2 3),、⑬。 0). 


[ 注 ] 1' 実は , (1), (2) の 方 程 式 は xy 平面 上 で 椿 円 を 表す .(1) の 場合 下図 
に お いて , z を 実数 と する よう な ヵ の 範囲 が 有限 の 幅 を も つ 区 間 に 限 定 さ 
れる 様子 は 一 目 瞭 然 と な る . 

2* B.146 (2) に お いて の 実 根 条件 
を 調べ て みる と , 有限 の 区 間 に は 
な ら な い . また 逆 に , B.147 (2) の 
方 程 式 を B.146 ⑨② の よう な 形 に 
変形 し と よ う と し て も うま く 行 か な 


2z? 二 37 三 20 


い . (B.147 (2) の 方 程 式 の 2 次 の 
項 2>*ーyz 十 32” は 実数 係数 の 
範囲 で B.146 ④ の よう に 因数 分 
解 で き な い の で ある .) 

と の よう に B.146 と B.147 の 方 程 
式 に は 解法 上 の 大 き な 相 違 が ある 
が , それ は , zz 平面 上 で それ ら が 表す 図形 の 相違 に 関係 する . 
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次 の 方 程 式 の 整数 解 を 求め よ 。 た だ し > 生 ヶ テ >0 と する 。. 


[| 之 プロ ー チ > < を 大 きく し 過ぎ る と (z, 2 も 大 きく な る の で ), ① は 成 
立 し 得 ま せん . これ か ら 『"< ニ 2 また は 3” が 分 か り ま す . 


仮に <=4 と する と , ヶ 。 92 生 4 だ か ら 
UN とう 
が CN 
と な り , ① は 成立 し 得 な い . また , < デ 1 も 明らか に 
不適 . よっ て ぇ ー2 また は 3 で ある . 


i ) < 三 2 の と き , ① は 


1 隊 19 
2 8 な ea (⑨) 
の 5 二 7 うり と な る . ここ で ヶ = テ 5 と する と 同様 の 考察 か ら ② は 
の と き 成立 し 得 な い の で , ヶ 三 2。 3, 4。 この うち , が 整 
に ーー 数 と な る の は ーー3, 4 の み で 
(5 9) 三 (6, 3), (4, 4) 
と な る . 
1 評議 9 因 の 3 き 繧 (は 
1 生還 拓 引 め 
8: いう ③ 
ァ , 9 4 時 と な る . ここ で ヶ =4 と する と ③ は 成立 し 得 な い 
の と き の で ヶ デ 3。 よ っ て 
本 (z, 9) 三 (3。 3) 
の 
以 世 民 まり 」。 
(6C 還 2 ま 2 の 三 (6 鞍 392) 博 (4 因 お 2) 記 (3 旧 9 3) 
を 得る . 


[ 注 ] 1′ ② は 分 母 を 払え ば , 
yy 一 2 ァ ー2 ヶ デ 0 
と な る の で 。 B.146 (1) の 方 法 を 用 いる こと も で きる 。 
に つい て も 同様 で ある . 
 ー う | 和 6 
語ら 2ー/ー レ 24 り 3U 周 ッッ 
1 
9 の の コー の 
3 と の る と OS きる 
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日 . 1 アスト ー | STENSSSS32 こ cmNESSEEEOEB5EIAEeaSS3EC0G2ac 


6 の 約 数 1。 2。 3, 6 の 和 は 6 の 2 倍 で ある . と の よう に , 
( 正 の ) 約 数 の 和 が も と の 数 の 2 倍 に 等 し らい とき, その 数 を 
完全 数 と いう . ヵ ,。 を 異な る 素数 と し て 次 の 問 に 答え よ . 
(1) ヵ 2 と いう 形 の 完全 数 を すべ て 求め よ . 
(2) が 2 と いう 形 の 完全 数 を すべ て 求め よ . 
[アプ ロー チ > ヵ , 2 が 素数 で ある こと に 注意 し て , 約 数 を 全部 書い て 
みる と , か ヵ の に 対す る 方 程 式 が 立ち ます . 


( 1) 72 の 約 数 は 1, カ 2, 7 の 4 つ だ か ら 
ル が 完全 致 で ある た め の 条件 は . 
1 十 の 十 9 十 7 が 2 三 272 放 B.146 (1) 
( ヵ 一 1)(2 一 1) テ 2 
こと で か ヵ g 生 2 だ か ら , 可能 な 場合 は 
( ヵ ー1, 2 一 1) テ (1。 2) また は (2, 1) 
( ヵ の) テ (3, 2) また は (2, 3). 
よっ て , ヵ 2 と いう 形 の 完全 数 は 6 だ け で ある . 


(2 ) が 2 の 約 数 は , 1, ヵ 9, が , 7, が 2 の 6 個 偽 す べ て 異な る . 
だ か ら , が が 完全 数 で ある た め の 条 件 は , 
1 十 ヵ 上 9 十 ゲ 十 が 7 十 が 2 三 2 が 2 


1+ ヵ 寺 の )1 二 の = テ 2 が 27. ……… ① 
ここ と で 。1 十 ヵ 十 ア は ヵ で 割り 切れ な いか ら 1 十 2 者 1 の ヵ 十 7 を ヵ 
は ヵ で 割り 切れ る . そこ で ① を で 割る と 1 余る . 
Q+ ぁ の) を ー27g 


と 書く と , ER さら に 


ーー は 2 で 割り 切れ る 、 そ こ で EE 
1 二 2 三 2 が ・ ヶ 7 。 ( ヶ は 整数 ) 。 ……… ② 三 J0 和 3 の (の 1) 
は 奇数 . 
と お く . する と ① よ り 
(1 十 カ 十 が の )7 モ 9 mitiht ③ 


と な る が , 2 は 素数 だ か ら ヶ テ 1 となり, ②③, より 
1 十 カ 十 ゲ テ g。 1 十 g 三 2 

を 得 ,。 これ を 解い て ヵ ー2, g 三 7 を 得る . よっ て 

が 2 と いう 形 の 完全 数 は 28 だ け で ある . 


2 の 3$1 数 と 式 


日. 150 53 つつ 252ESESEETNSSY52 了 0550DESSSRANMNINS 


1) 連立 方 程 式 
な se も ① 
7) 電 証 証 謗 Co の 


が 少く と も 1 組 の 整数 解 を も つよ うに 実数 々 の 値 を 定め よ . 
(2) ヶ の 2 次 方 程 式 
アァ 2 十 ZZ 十 2 十 2 テ 0 に ③ 
の 1278 名 生生 6 な の NIR 八 く の 邊 る 8 めい よ 。 


SSRNWOISEKISRSIKNNGOROWES5ERREGHRWOTGSE 


EEE つつ PSK の SPPSEESIPESONWWE2S0SoR2PTGROz 


(1) (>, (1, 1) を 解 に も つよ うな の 値 は ? で は 
(z,。 の) テ (2, 1) な ら ?「 ど ん な 整数 解 な ら 許 され る の か 」 と いう 逆 の 
発想 。 (2) どの よう な 整数 な ら , ③ の 2 根 と な り 得る の で し ょ うか . 


菩 還 (1) 整数 x。 ヶ が 与え られ た と し て ,。 を 
適当 に 選ぶ こと に よっ て ヶ , 2 が ①, ② の 解 と な り 
得る た め の 条 件 は , ①, ② を 同時 に 満た す が 存 在 
する こと と で ある 。. 

も し も z 王 0 と する と ① と ② は 矛盾 する の で , 
ヶ キ 0 と し て よい . この と き ② か ら 定 まる の 値 


7 議 朗 
6 三 27* が ① を 満た す 条 件 は 


ァ パ ー22 十 27* 十 47 一 50 
B.147(2) 科 … 。 ァ ーッ 9 土 75 二 49 一 の 7 
で ある . ここ で の 実数 条件 か ら ッ ニ ー5, 一 4。 …。 1 
と な り , この うち が 整数 と な る の は , 
(2 の 有 ( 一 5 55 (5 っ 2 
(0 の (0 還 匠 0 
2 


記 雪 9 
で ある ボラ Go デー55 ー そ 。 テ > 2 と な る . 
( 2 ) 2 根 を 。。 2 と する と 
g 十 ニーg eS っ ④ 
@9 王 6 二 2 0 ……… ⑤ 


整数 。。 / に 対し , ④, ⑤ を 満た する が 存在 する 条 
件 は ⑦② か ら 定 まる の 値 が ⑤ を 満た すこ と で あり , 
B.146 (1) 革 9 十 o 十 一 2 三 0  … (eg 十 1)(@ 十 1)=3 
よっ で (2。 の 邦 (2。 0), (0, 2)。 (一 2。 -④), 
(一 4。 一 2) と な り , og ニー2, 6 を 得る . 
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に 1 円 1 呈 1 つっ SC5 も SSOS33CESS9 で = ニン テ 2900ak4CEGESEAE ジ で 29SS8 富 13 
(1) 3, 4, 5 の よう な 連続 する 3 整数 の 積 は , 6 の 倍数 で ある 
と と を 示せ 。 


(2) 自然 数 ヵ に 対し , (2 モニ 十 477 十 577 十 22 一 4 を 6 で 
割っ た 余り を 求め よ . 


ER た SRNRTI あ REGERS3EEINYESDaRM2225 お ETIPRESGROPYEEcWsWrS つ 53HKC5E825 の SSCHYST2S5EoCRRS 


[アプ ロー チ > ヵ の 多項式 /( ヵ ) を 6 で 割っ た 余り を 調べ る に は 。 ヵ 自 
身 を 6 で 割っ た 余り に 応じ て 
2 三 676。 72 三 66 玉 1 み 三 66225 | > 2 三 6 た 十 5 (ん は 整数 ) 


と 分 類する の が オー ソ ド ッ クス な 方 針 で す が , …… 


隊 較 (1) 連続 する 3 整数 の 中 に は , 少な く と も 
1 つ 偶 数 が ある . ゆえ に , 連続 3 整数 の 積 は , 2 の 倍 計 偶数 が 2 つ 含ま 


数 で ある . れる こと も ある 。 


同様 に , 連続 する 3 整数 の 中 に は , 3 の 倍数 が た 
だ 1 つ 含 まれ て いる の で , それ ら の 積 は , 3 の 倍数 
で ある 。. 


ゆえ に , 連続 3 整数 の 積 は 。 2x3,。 つ まり る 2 と 3 は 互い に 素 . 


6 の 倍数 で ある . 自 


(2) 連続 3 整数 ヵ 。 z 十 1。 z 十 2 の 積 が 2 十 1 
6 の 倍数 で ある こと に 注目 し て ,。 ヵ の 4 次 


77 十 9377 十 27z2 
式 7(z) を 3 次 式 z(z 十 1)(z 十 2) 7 が 十 372 十 2 
で 割る と , _ が 士 8%" 填 22 


7 げ () テ (2 十 1)(z 填 2)(2 十 1) 一 4 
と 2 の 

ゆえ に , 自然 数 z ヶ に 対し , 7(z) を 6 で 割 
っ た と き の 余 り は , 2 で ある . 


[ 注 ] 1'′ 上 の 解答 (1) で は , 整数 の 系 列 
こつ 5 = ー ジ 2 三 当 | 0。 『 固 の 9 DO 
に お いて , 自然 数 / の 倍数 が , 
ロロ 。 一 2 の 。 一 の ,。 0。 の 。 29。 …… 
の よう に , 距離 プ ⑦ ず つ へ だ て て 存在 し て いる , と いう 事実 を , 
〆ー2。 の ー3 の 場合 に つい て 用 いた . 
2* (2) で 文字 ヵ の 4 次 式 げ (2) を 3 次 式 z(z 十 1)( ヵ 十 2) で 割っ た 
と き の 余 り は , 定数 一 4 で ある が , 整数 7(z) を 6 で 割っ た と き 
の 余り は 。 2 と な る と と に 注意 し よう 。 


2 が 十 32 十 2 ) 7 が 十 479 十 577 十 2z 一 4 


呈 4 
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(1) (zz 十 1) を 7 で 割る と 3 余る よう な 整数 を すべ て 
求め よ . 

(2) どん な 整数 久 に 対し て も , %* 十 1 は 7 で 割り 切れ な い 

こと を 示せ . 


| アプ ロー チ > zz を 7 で 割っ た 余り で 分 類 し ます . 


(1) 六 を 7 で 割っ た 余り を ヶ と する と 。, 
IA1E51 通 72(7 十 1) を 7 で 割っ た 余り 
テ ァ “( ヶ 十 1) を 7 で 割っ た 余り 。 ……… ① 
が 成立 する . と ころ で ヶ 0。 1,。 2。…, 6 で ある 
が , それ ぞ れ に 対応 し て , 
ヶ % ヶ 十 三 0,、2。 12。 36, 80, 150, 252 
と な り , この うち 7 で 割っ て 3 余る も の は , 80, 150 
で ある . すなわち ァ ヶ 三 4, 5. よっ て , 求め る は 7 
で 割っ た と き 4 また は 5 余る 数 すべ て で ある . 
(2) を 7 で 割っ た 余り を 7 と する と 。, 
IGPW A1E5I 蘭 22“ 十 1 を 7 で 割っ た 余り 
ーッ ァ * 十 1 を 7 で 割っ た 余り ……… (の ② 
が 成立 する . 後者 の 値 を 調べ る た め に は 
と うい う 余り の 匠 ヶ 三 0, 土 1 土 2。 土 3 と し て よい 。 この それ ぞ れ に 
と り 方 も ある . 対応 し て 
7? 二 11。 2。 5, 10 
と な り , どれ も 7 で 割り 切れ な い .、 よ っ て どん な 加 
数 7% に 対し て も , Z“ 十 1 は 7 で 割 切 れ な い . 目 


1" 合同 式 (mA1E 5 II, 皿 ) を 使う と ,。①, ⑨② は 
72 寺 ヶ (mod.7) 王 飼 7 人 ( 士 1) 財 7 人 ( ヶ 圭 1) (mod.7) 
2 三 / (mod.7) 一 2 十 17“ 十 1 (mod.7) 
と 書か れる . また (2) の 議論 は , 簡潔 に 次 の よう に 記述 で きる . 
ZZ 十 1 壮 1。 2。 5。 3 (mod.7) 
7" 十 1 圭 0 (mod.7) 
2" (2) と 同様 に し て ,「 ど ん な 整数 に 対し て も zz* 十 1 は 3 で 割り 切 
れ な い 」 こ と を 証明 する こと も で きる . 実は , 次 の 事実 が 成立 する . 
7* 十 1 と いう 形 の 数 の 素因 数 は , 2 また は 4 十 1 (を は 整数 ) 
と 表せ る も の に 限る . 
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B.153 - 
自然 数 ヶ 。 ヶ , を が 
2 ソーン 
を 満た し て いる と き , ヶ , 2,。 る の うち 少く と も 1 つ は 5 の 倍 
0 あの と を 示せ . 


RS8es56 


EKGG/RSS2EMON2EGES0SSSSMBKSSSMSOG の SEMITESSS 和 oc 


HCSESC25E5SG5 た Rassss555SSsee 


に 33 も PS5ZSa 


[アプ ロー チア z"。 の /。 2" を 5 で 割っ た 余り に 注目 し ます . 
加計 一 般 に 整数 ww に 対し て 


77* を 5 で 割っ た 余り 0。1, 4 者 B.510 (2) 
2 が 5 で 割り 切れ る を - う が 5 で 割り 切れ る 


が 成立 する . し た が っ て , 〆 を 5 で 割っ た 余り は 
0。 1,。 4 の どれ か で ある の で , 

ァ *+ の "を 5 で 割っ た 余り = テ 0, 1, 4 
と な る . し か る に ,。 ヶ ”。 /" を 5 で 割っ た 余り も 
0, 1, 4 の どれ か で ある の で , 可能 な 場合 は , 


ダ 〆*5 の 余り | 010 | に iL4 1 410 
〆s5 の 余り lo|lilol4lilol4 
=5 の 余り |]o|1lilolo|4|4 


の 7 通り と な る . いずれ に せよ 。”。 の /。 < の うち 
少く と も 1 つ は 5 で 割り 切れ る . 

よっ て ,。 ァ 。 9。 る の うち 少く と も 1 つ は 5 で 割 
り 切 れる .。 岬 


[ 注 ] 1" 合同 式 を 使っ て 書け ば , 次 の よう に な る 。. 
仮に 。 ヶ 。 < 寺 0 (mod.5) と する と , 
ァ ?。 が 77。 ダ 寺 士 1 (mod.5) 
し か し これ は 
ァ * キ アー ダ 寺 0 (mod.5) 
と 矛盾 する . 
2*” 同様 の 方 法 で 次 の 事実 を 示す こと が で きる . 
区 の,。 る の うち 少く と も 1 つ は 3 の 倍数 で ある . 
。 >, の うち 1 つ は 4 の 倍数 で ある . 


の ク 0 火 MEN 


(1) 996* 二 997* 十 998* 十 999* を 5 で 割っ た 余り を 求め よ 。 

(2) 7"W を 48 で 割っ た 余り を 求め よ 。 
[プロ ー チ > (1) / を 5 で 割っ た 余り は ? (2) 7" を 48 で 割っ た 
人 り は ? 7?。 7。 7 を 48 で 割る と ……. 


(1) z を 5 で 割っ た 余り を ヶ と する と , 
A1E51 知 7: を 5 で 割ら 沈 祭り 
デー/*" を 5 で 割っ た 余り 
が 成立 する . よっ て , 次 の 表 


%r5 の 余り | o|1|2|3|4 
=5 の 余り | 0 | 1 | 1|1|1 


に より , 
996* 十 997* 二 998* 十 999* を 5 で 割っ た 余り =4 
を 得る . 
(2 ) を 48 で 割る と 1 余る か ら , 
1 三 1 殊 7 を 48 で 割っ た 余り =1, 


さら に , この こと か ら 
7 や 1 を 48 で 割っ た 余り =7 
が 分 か る . 
よっ て 。 7 を 48 で 割っ た 余り は 7 と な る . 


[ 注 ] 合同 式 を 使う と , 次 の よう に 書け る . 
(1) z 圭 0 (mod.5) と する と , 
2 地 土 1 土 2 (mod.5) 
7 剛士 1 (mod.5) 
2 寺 1 (mod.5) 
SEG 
996* 十 997* 十 998* 十 999? 三 1 二 1 二 1 十 1 (mod.5) 
デ 4 (mod.5) 
(2) 7? 寺 1 (mod.48) だ か ら , 
7 詩 1 (mod.48) … 7 詩 7 (mod.48) 
よっ て ,。 7" 貞 主 7 (mod.48) と な る 。. 


国 8P 数 列 四 還 還 弓 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理 論 入 ) 


数 列 


有限 数 列 , 無限 数 列 


| 等 数 列 一 | 公差 >| 一 般 項 と 和 の 公式 
| | 等 数 列 | 公 比 上 | 一 希 と 和 の 公式 | 
|ーーーー。| 光 記 号 の 用 い 方 ーー| 自然 数 の 累乗 和 の 公式 
| トー] 


ーー | 数 列 の 帰納 的 定義 中 滞 化 式 


線型 滞 化 式 の 解法 


ーー| 数 列 の 定義 数 列記 号 {jj トー| 須 | 
一 般 項 
| 拉 | 


ーー | 2 項 定理 


26 


2 数 列 


公 .1] 数 列 の 概念 | 


数 列 と は 何 か の 説明 は どの 教科 書 に も ある . ここ で は 理解 を 
深め る た め に や や て いね い に 述 べ る . 


| 馬 


数 列 と は 何 か 
数 列 の 定義 


[定義 ] 数 を 並べ た も の 2, の 2。 の 3。 
が あっ て , ある 規則 の も と に , 第 番目 
の 数 2 が 確定 する とき, これ ら の 数 の 一 団 


1* 


2* 


を 数 列 と いい , 記号 で は 
{24 あ るい は 人 {21 の の の, 数 列 の 記号 
RI 


数 列 {2j に お いて , お の お の の 数 を 項 と いう . 
第 ヵ 番 目 の 項 2, を 第 ヵ 項 。 ま た は 一 般 項 と いう . を 初 
項 と も いう . 
数 列 [2』) の 具体 的 な 定め 方 は いろ いろ ある . 例 を 示 そ う . 
1) 規則 を 文章 で の べ る : 
[ 例 1 ] 正 の 奇数 を 小さ い 方 か ら 並べ た 数 列 . 
0 は 9 還 7 に で ある . 
[ 例 2 ] z, は の 正 の 約 数 (1 お よび 自分 自身 も 含む ) の 個数 . 
2) を ヵ の 式 で 表す . 
例 3 | 2"ー1 
の ー2 リー]1ー1。 gg 三 27ー] 三 3。 2a 三 2?ー1 三 7,。 
gg 三 22ー1ー15。 …… (22NSBI 思 8078 耳 LDS 
[| 例 4 ] 10~? 
{2J :1。 0.1, 0.01。0.001」。…… 
3) ある 項 の 値 に よっ て 次 の 項 の 値 を 定め る 規則 を の べ る : 
[ 例 5 ] カテ 1 で 。 ァ 1。 2。 3。 …… に 対し て 
の ロー2g 十 1。 
gz 三 2 十 1 三 3。 2。 三 22。 十 1 デ 7。 4 三 223 二 115。 …… 
2263U 記 ST 人 ーN 還 ox 


み 三 1 で 1。 2。 3。…… 人 た 和 l じ KC 90 の 
覆い oe で ある . 


この よう に , 各 項 の 値 が すべ て ある 定数 に 等 し い 数 列 を 定数 
数 列 と いう . 
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[上 の 例 に お ける 規則 2 ュー22。 十 1。 の ュー の 。 な ど を 数 列 の 河 
化 (ぜん か ) 式 と いい , 数 列 (2) は , 河 化 式 に よっ て 帰納 的 に 定 
義 さ きれ て いる と いう .] 

3* 項 の 個数 が 限り な く 多 い 数 列 を 無限 数 列 と いい , 項 の 個数 が 
有限 で ある 数 列 を 有限 数 列 と いう . 有限 数 列 で は , 最後 の 項 を 
末 項 と いう . 

4?” 上 の 2" の 2) か ら 示 唆 され る よう に , 「 無 限 数 列 と は 。 XY (自然 
数 全体 ) を 定義 域 と する 関数 (写像 ) で ある .」 と みな すこ と も で 
きる . 


IT. 一 般 項 を 求め る こと 
数 列 {2。} を 定め る 規則 が 間接 的 で 。 2Z,。 が の どの よう な 式 
で 表 き れる か が わか ら な い 場 合 に は , 第 ヵ 項 を 求め る , す な わ 
ち , , を 表す 7 の 式 を 求め る こと が 問題 に な る . 


選 規則 が 文章 で の べら れ て いる 場合 の 例 : 
正 の 奇数 を 小さ い 方 か ら 並 べた 数 列 1。3,。 5。 7。…… で は 
g 王 2 一 1。 
漂 化 式 で 帰納 的 に 与 を られ て いる 場合 の 例 : 
gー1 か つ ag ュー22。 十 1 (z 三 1。 2。 …… ) で 与え られ る 数 
列 {2。) に お いて は 。 gg 三 2?ー1 で ある らし いこ と が 1 の 2" の 
[ 例 3 | [ 例 5 ] を 見 比べ る と わか る . この 推測 が 正しい こと は , 
後に A 2.8 で みる . 
2" 数 列 {2ZJ) に お いて , g, が ヶ の 簡単 な 式 で 表 き れる と は 限ら な 
いい 。 
gz は 小さ い 方 か ら z 番 目 の 素 数 と すれ ば , {2}) は 確定 
する が , この g, を z の 簡単 な 式 で 表す こと は で き な い . 


人 AA 事 . 選 等 差 数 列 と その 和 | 


1 つの 数 か ら 始め て 順に 一 定 の 数 を 加え る と いう 手順 で 得 ら 
れる 数 列 を 等 差 数 列 と いう . 正確 に は 


98 3$2e 矯 。 列 


[定義 | 2, の を 定数 と し て , 等 差 数 列 
の 定義 


ー の 。 の za ュー の 十 の ( み 三 5 の 
に よっ て 定め られ る 数 列 


の 。 6 の 十 の 。 2 十 2Z。 十 3 の , 
を 等 差 数 列 と いう . 
ヶ を この 等 差 数 列 の 初 項 。 を 公差 と いう . | 信 差 の 定義 


1" [ 例 1 ] 初 項 1, 公差 2 の 等 差 数 列 は 1, 3, 5, 7。…… 
[ 例 2 ] 初 項 2, 公差 0 の 等 差 数 列 は 2 の の の 6 …… 
(定数 数 列 ) 
2* 等 差 数 列 の こと を 算術 数 列 と も いう . 英語 で は むし ろ こ ちら 
(arithmetic progression) が 使わ れる . 


等 差 数 列 の 


人 3 [ 
[定理 ] 初 項 2, 公差 ⑦ の 等 差 数 列 で は on 


(1) 第 z 項 は 
gg 三 6 十 (z 一 1)Z 
(2) 初 項 か ら z 項 まで の 和 S, は 


5 ニテ ( る の) 


ー タ 122+( ヵ ー1 の 


貞 初 項 2 王 1, 公差 2ー1 の 等 差 数 列 1。2。3, 4。…… の 
第 ヵ 項 2。ー1 十 (一 1) 1 テニ 


初 項 か ら ヵ 項 まで の 和 5 一 42+( み ー1) 王 人 テ 2(g 1) 


2” この 公式 の 証明 は 教科 書 に まかせ る . 
3? 等 差 数 列 に お いて 公差 が 0 で な いな ら 、 そ の 第 項 は の 1 次 
式 で ある . 逆 に , 第 ヵ 項 が ヵ の 1 次 式 で ある 数 列 は 等 差 数 列 で あ 


の 
2 LTS2G 号 ” B.202 
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公 恒 . 等 比 数 列 と その 和 M 


1 つの 数 に 順に 一 定 の 数 を 掛け る と いう 手順 で 得 ら れる 数 列 
を 等 比 数 列 と いう . 正確 に は , 


[定義 ] 2。 ヶ を 定数 と し て , 等 比 数 列 
の 定義 


の =3278 語 の ニーク ( の 2= 語 


に よっ て 定め られ る 数 列 


の 。 27) 072 27 
を 等 比 数 列 と いう . 
4 を と の 等 比 数列 の 初 項 。 ヶ を 公 比 と 公 比 の 定義 
US 


貞 初 項 1、 公 比 2 の 等 比 数 列 は , 1。2。4, 8。…… 
初 項 1 公 比 一 1 の 等 比 数 列 は 。 1。 一 1。 1。 一 1,。…… 
初 項 2, 公 比 1 の 等 比 数 列 は , 2。 2。 2。 2。 …… 

(定数 数 列 ) 

2” 等 比 数 列 の こと を 幾何 数 列 (geometric progression) と いう こ 
と も ある . 

3* 等 比 数 列 の 各 項 が 0 で な いと き (すなわち g キ 0,。 ヶ キ 0 の と 
き ) 


の z+1 
の ヵ 


これ が “等 比 "数列 の 名 の お こり で ある . 


ァ (一 定 ) 


等 比 数 列 の 


[定理 ] 初 項 2。 公 比 ァ の 等 比 数 列 で は 
一 般 項 と 和 


(1) 一 般 項 は 

三 g/ ト 

(2) 初 項 か ら z 項 まで の 和 S, は , 
/ キ 1 な ら ば 5 の ユーー 

ーー 條 


4 


人 良 寺 


ァ ー1 な ら ば 5, 三 ZZ 


7 の の 3$2 数 列 


1 初 項 が 3, 公 比 が 一 2 の 等 比 数 列 の 第 7 項 は 
3X( 一 2)? 王 192. 


2 キ ] の と き 。 cg+〆 エ の 〆+……+ の "ーー 
2* 前 頁 [定理 ] の (② の ヶ キ 1 の 場合 の 証明 : 


NO N SA 
) 25 ヵ 三 2Z 十 77 十 POCCCG 十 2 アビ エト アテ 
(1ー/)5。 三 Z ーg ア 7 
一 * 害 2 
ュー 


同様 な 技巧 は , 
1 十 2 ヶ 十 37? 十 …… 十 z77 
の よう な 等 比 数 列 の 各 項 に 等 差 数 列 を 乗じ た 数 列 の 和 を 求め る の 
に も 利用 され る . ” B.208 
3" 複利 法 を 用 いる 金融 の 問題 は 整理 し て 考え る と , (1 十 利 率 ) を 
公 比 と する 等 比 数 列 と その 和 の 問題 に 帰着 する こと が 多い . 


クル (S4 吉 。 B.205 


AA 盾 .⑳ 記号 (シグ マ 記 号 ) 
数 列 の 和 を 明確 に 表す の に ヌ 記号 が 用 いら れる . 
[定義 | ヵ を 自然 数 と する と き , 2 記号 の 定義 


カ 
3 6z 三 十 2s 十 
混 記 ま 


1” 2( シ グマ ) は , 英字 S に 相当 する ギリ シア 文字 で , 和 を 意味 す 
る sum ( 英 ) の 頭 文 字 か らき て いる 。. 


2" の 上 下 の 小 文字 は , を が 1 か ら み まで の 値 を と る こと を 示 
し て いる . 専門 書 で は 光 の よう な 記法 も 用 いる . 


$2 A 篇 (基礎 理論 ) 
@ 
1 gz 王 m 十 3 十 十 4 十 の 5 十 26 


(@-30=GPー3.1)+( ダ ー3.2) 


土 (3 一 3・3) 十 (4 ダー3・4) 
3? の 下端 が “を 一 1"” で な い 場 合 も ある .。 


例 3 2 gz 一 の 十 64 十 。 十 66。 Da1 gz 三 の 十 本 十 の sz 
4” 2 の 上 端 と 下端 の 値 が 等 し いこ と も ある . 
例 4 ヌ gz 一 2 

た =2 


5* くみ に 対し て 2 gx は 普通 考え な い . 
6* 区 gz の 値 は , 添字 (suffix) の 文字 た に 無関係 で ある . 
3 3 3 
2 パニ クア ーー02 68 


[定理 ] (①⑪) 当 ( み +6)= 光 み + 用 を 


(②) 2 cx 王 c 2 (c は 定数 ) 
特に , gz 三 1 と 考え る と 
(27 当 cc 


1 Q, ⑳ ょ り , 
3 当 (ggx 二 65) ニッ 多 み +8 光 (eo 2 は 定数 ) 
と な る 。 


2 騙 Z み =( 放 る)( 放 ) は 。 一般に は 成立 し な い . 
3" 上 の 規則 (2 は 誤り や すい の で 注意 の こと . 
者 2=2+2 二 eg 2 の 13 ニ 3 十 39, 
z 個 


3 
Ei2 計 二 4 


ィ 707 


2 記号 の 
計算 規則 


702| 3200 数 軸 | 列 


公 串 . 局 自然 数 の 累乗 の 和 M 


2 
の 公式 


トイ > 


本 | 
I 
| 


に さ 
Il 
ト m 


だ 19T28 二 


ト * 


ざ 」 
II 
ーー 


1? 証明 に つい て は 教科 書 , ある い は , B.211, B.219 に より 理解 し 
て ほし い .。 余力 の ある 者 は , ISy C.8 

2" gz 三 (を の 3 次 以下 の 整 式 ) の 和 は , 2 の 線型 性 に より 上 の 公 
式 を 利用 し て 求め ある こと が で きる 。. 
4( を 2 の = 当 ( だ 26= 当 だ +2 る ん 


= ま z(z+1(2z+10 2 エリ 


ー で 2( み 1(2 ヶ 7) 
31 1 
例 2 ] 15*+16+177 上 …ー… 二 30 上 82ー ぶ だ ニー め だ ー ジ だ 
た =15 た =1 を = テ 1 
1 


二 。51。9968 1415 
ー で "31・32・63 一 14・15・29 


10416 一 1015 三 9401 


公選 .⑤ 階 差 数 列 


[定義 ] 数 列 {2。) に 対し て , 階 状 数列 の 定義 


み 王 の コー の z (z 三 1 2。 


で 定まる 数 列 {) を {2 の 階 差 数 列 
(US の 
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70? 
UM {2 誠 ・ ds 4。 9 16, 25 


ーー の 階 差 数 列 は 
{5) : 4 一 1。 9 一 4。 16 一 9。25 一 16, 
32Gy Po ん 


{zd テ (2 : 1 4。 9。 16, 25, 

(z 寺 1?ーー2 十 1 
Be り {54 は モニ (24 ュ ーg) (22 十 1 33 7 9。 ーー 
の 


数 列 {2J が 与え られ る と , 初 項 か ら 第 ヵ 項 まで の 和 を 考え る 
と と に より , すなわち , 


の 階 差 数 列 は 


5 Z。 (タニ 1。 2, 3, 
移 三 す 


と お く こ と に より , 新しい 数 列 {S。) を 作る こと が で きる . 
逆 に , 数 列 (S』) が 与え られ る と, 
Ss ュー ベ 5z 十 の ヵ +1 


の zm1 王 San ュー Oz (z 三 1, の 。 38 


0 ) 
で ある か ら , {5S』J の 階 差 数 列 と し て gs。。 gs。 の 6 …… が 定まる 
た だ し , み に つい て は 。 5iーg」 と し て 求め られ る . 
いい か える と , 
[公式 ] 数 列 {Z) の ヵ 項 まで の 和 を S。 と する 」 葵 列 の 和 と 
上 一 般 項 と の 


5 の いな ーー 還 
=| 。 


S ヵ 王 2" な ら zz 竹 2 の と き 


の 王 27ー27ー27。 み ニ あー2 
2 の 5 月 4。 8。 16。 


この {2 は 第 2 項 以 後 は 公 比 2 の 等 比 数 列 で ある が , 全体 
と し て は そう で な い . 


[定理 ] 数 列 {2} の 随 差 数 列 を {} と お く と 


階 差 数 列 を 用 
前 いて も と の 数 
の 三 十 多 が (の 三 2 5 4, Ci 列 を 復元 
1” 証明 : 太 三 2Zz 和 ュー2。 で ある か ら 
Mb(2ta の 9 
ょ 1 ょ =1 
三 (2z 一 g@) 十 (2ー@ の ) 十 (4ー の) 十 …… 十 (2 ヵ 一 gz-) 
テー ム の 十 ( の 一 @) 十 (4ー の ) 十 …… 


二 (2z ュ WE の ヵ - ュ ) 十 @z 
ー の ヵ ー の 


カー1 
の 三 十 5 の 。 目 


702 3$2 数 列 


の ーー0, の 三 2。 gs 三 6。 g4 三 14。 gs 王 30。 …… を 
一 般 に gmー の 十 27  (w 三 1。 2。 3。 …… ) で あれ ば , 


ァ ー1 カー1 
0 
1 テ 1 


上 式 で z 王 1 と お いて も 成立 する か ら , 
の 三 22 三 2 (2 三山 243) … ) 


[定理 ] 数 列 (2。) に 対し 。 これ を 階 差 数 列 に も っ 数 列 | 数列 和 
{c) が 見 つか れ ば , すなわち , g, が 適当 な 数 列 {c) 0 
を 用 いて gz 三 cz ューoz (2 三 1。 2。 3, る 原理 
こと が で きれ ば , 


4 
2 の 三 の nー の (62 三 5 2 の 9 


1? 証明 は 上 と 同様 で ある . 
2" 与え られ た {2) に 対し , この よう な {cg) を 見 つけ る 一 般 的 方 
法 は な い . し か し この よう な {c』) が 1 つ 見 つか りさ えす れ ば 、 


2 が 求め られ る の で ある . 具体 例 に つい て は B 篇 で 扱う 


2 人 kg" B.210, B.211 


人 ム 呂 . グ 数 学 的 帰納 法 和 


7 と IX2( は 5 
ア ,:1 か ら ヵ まで の 自然 数 の 和 は 4(z+1) で ある . 


の よう に 。 自然 数 z に 関す る 条件 及 に つい て , これ が 7 の す 
べ て の 自然 数 値 に 対し て 成立 する こと を 証明 する に は , 


に っ | \ 
(1) 乃 が 成り 立つ . NN 
(II) が 成り 立つ な ら ば , も 成り 立  “ 
つの. ( 三 1。 2。 3。 …… ) 


と いう 2 つの 主張 が 正しい こと を 証明 すれ ば よい . 


$2 A 篇 (基礎 理論 ) 705 


([), (IT) を 証明 し て , z の 任意 の 自然 数 値 に 対し て 条件 
が 成立 する こと を 証明 する 方 法 を 数 学 的 帰納 法 と いう . 
1 縛ら (5 
"2 以上 の すべ て の z の 自然 数 値 に 対し 条件 が 正しい " 
こと を 示す に は , (1 ) の 代り に 
(1I)′ 用 が 成り 立つ 
を 証明 すれ ば よい . 
また ,“"% 生 3 に 対し "を 示し た い の な ら ,。 まず “用 が 成り 
立つ " こと を 示せ ば よい . 以下 , 同様 で ある . 
20 (の 代り に , 
(II)′ z ミ 7 を 満た すす べ て の yz に 対し 用, が 成り 立つ な ら 
ば , アア も 成立 
を 用 いる 証明 法 も ある . 
も ちろ ん , (1 ) も 証明 で き な け れ ば いけ な い . 


IS 応用 例 は gm B.219 な ど 


3” 具体 例 を か か げ よ う . 


[例題 1 ] ヵ が 自然 数 の と き , 次 式 の 成立 を 数 学 的 帰納 法 に よ 
り 示せ . 


1 十 2 十 3 十 …… 圭三 二 ( 十 1) は る さる な 支 


[ 務 ] (I) ヵ 一 1 の と き は , 左辺 =1, 右辺 =*・1.2 ニ 1 と な る か 


ら 。 区 は 成り 立つ . 
(II) z 三 多 の と き 成 立 す る と 仮定 。 すなわち 
1 填 2 十 3 十 …… +ー テ (1 (ziaroee ie め ⑧ 
で ある と 仮定 する . ⑧ の 両辺 に (Zz 二 1) を 加え る と , 
1 


1 十 2 二 3+…… 十 如 十 ( 十 1) 三 テ ( 寺 1) 十 (1) 


ー す (1(( み 1 Saapes 
⑥⑮ は 一 災 十 1 の と きも 凛 が 成立 する こと を 示し て いる . 自 


[例題 2 ] ヶ が 2 以上 の 自然 数 な ら ば , 任意 の 正 数 ん に 対し て . 
1+ が の ">1 寺 6 ……… 2 
で ある こと を 数 学 的 帰納 法 に より 示せ 。 (ベル ヌイ の 不等式 ) 


7 の 6 $2 数 列 
( 1 ) ヵ 一 2 の と き , ゲ >0 で ある か ら 


(27 才 が 和 21123 | | て うー ら 
は 成立 する . 
(II) 用 が 成立 する と 仮定 , すなわち 
中 の lt が 肖 眼 上 妥 | 王 記 ンー ア , 


が 正しい と 仮定 する . 九 。 の 両辺 に 1+ ヵ >0 を か ける と 。 
(1+ め テロ 1 圭二 人 の 1 填 (w 填 1) 十 7 
22/>0 で ある か ら , これ より 
1+ め の ">1 二 ( 十 107 の 
が 成り 立つ . 箇 


師 . 忌 数 列 の 帰納 的 定義 ・ 滞 化 式 


I. 滞 化 式 の 概念 
まず , い くつ か の 例 に つい て 説明 し よう . 
数 列 {2。) の 連続 する 2 項 2 ヵ 。 gi の 間 に 
の ュー2 十 1 (z 三 1, の 3, つの ) OO め 
と いう 関係 が 成り 立つ も の と し よう . いま , 
( I ) る の 値 が 定め られ た 
と する . そう する と ⑳ は 
(II) 2, の 値 が 定 ま れ ば , g,+」 の 値 が 定まる 
(1。 2。 3。…… ) 
と と を 意味 し て いる の で , 数 学 的 帰納 法 に よっ て , すべ て の 
z の 自然 数 値 に 対し て , 2, の 値 が 定まる こと に な る 。. 
た と えば , み テ 1 の 場合 に は , 
@ 王 22 十 1 王 3 
の 三 22。 十 1 三 2・3 二 17 
g 三 22。 十 1 三 2・7 二 1 三 15 
と いう 具合 に 項 の 値 が 定まっ て いく . そう し て , 後に 述べ る 
方 法 を 用 いる と 
gz 三 2 ゲー] (z 三 1。 2。 3。 …… ) 
と な る こと が 厳密 に 証明 され る . 
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数 列 {2j に お いて , 連続 する 3 項 2 ヵ 。 の mm。 の 2 の 
間 に 
の 2ー の zi の (z 三 1, 2。 …… ) の 9 
が 成り 立つ 場合 を 攻 え て みよ う . こん ど は , の 値 の み を 
決め て も {2j は 定まら な い . 
は じ め の 2 項 ,。 gs の 値 を と も に 決め れ ば , か ら {2 
が 確定 する . 
た だ と えば , ム 1。 gz 三 1 と すれ ば , 
の s 王 の 2 十 必 ー2。 4 三 の 十 の 3。 gs 三 の 4 十 の 王 5。 ……… 
の 5.(G し で , 
上 23 1 235 二 8 32 
と 定まる . この 数 列 は フィ ボナ ッ チ の 数 列 と し て 有名 な 
も の で ある . 実は , 


< 廊 に す ) に すり eat ぁ の 


用 人 E5" B.228 


等 差 数 列 、 等 比 数 列 も 
"の の 値 か ら xi の 値 を 定め る 規則 " 
gznー の 十 の 。 の z 和 ュー の ベア 
で 定め られ る 。. 
[定義 ] 数 列 (2Zj の いく つか の 連続 する 項 の 値 か 
ら , それ ら の 次 の 項 を 与え る 関係 式 
の ュー ア (2。), 


(の ニシ ンー Ca に @z) 


な ど を 。 数 列 {2。}) の 瀬 化 式 と いう . 


潤 化 式 
の 定義 


与え られ た 握 化 式 を 満た すこ と を 要求 し .。 さら 
に , は じ め の いく つか の 項 を 指定 する と {2}) は 


決定 する . 
この よう な 数 列 の 定め 方 を , 手 化 式 に よる ( 帰 


納 的 ) 定義 と いう . 
1? 潤 化 式 に よっ て 定義 きれ て いる 数 列 の 一 般 項 を 求め る こと は 一 
般 に 容易 で は な い . 本 人 節 の II 以下 で , 基本 的 な 潤 化 式 に つい て だ 
け 処 理 の 仕方 を 学ぶ . 
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TI. 定数 係数 線型 2 項 問 滞 化 式 (gpg。 十 g 型 ) 
み の を 2 に よら な い 定 数 と し て , 手 化 式 
の mn 王 の 2z 十 の (z 三 1, の ie ) OO 人) 
を 満た す 数 列 {2。) を 考察 する . 
ヵ ー1 の 場合 は , {g』j が 公差 2 の 等 差 数 列 で ある こと を 意 
味 す る の で ,。 すでに つき あい ずみ で ある 。. 
そ と で ,。 以下 ヵ キ 1 の 場合 を 考え る . 
さて , 定数 数 列 (。} が ④ を 満た す と すれ ば 
g 三 7Z 十 の OCT ① 
で ある . この と き , 
こも 66 、。 
ドー の 
さて , ⑧ と ① を 辺 々 引 算 する と 
@z ュ ー の ーー カ の 十 9 一 7 の 一 の 
が (2。ー の ) 
すなわち , 潤 化 式 ⑦ が 
の ーg 三 が (gzー の ) (2 三 1。 2。 …… ) ie ② 
と 書き な お され る . は 数 列 {zz 一 gd が 公 比 ヵ の 等 比 数 列 で 
ある こと を 示し て いる 。. 
レ た が っ | 
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gg 一 @ 三 (カー の ) が の 
ゆえ に ,。 (カー の が" 二 g 


=( ぁ ムー 9 ) か m+ キー (z 三 1。2。…… ) 


1 1 一 
これ が 求め る 結果 で ある . 
ま と め Gz1 王 の gz 十 の 
8 の mn 三 の の み 十 の (2 三 1。 2 弄 の 数 列 の 一 般 
SA SO 項 を 求め る 手順 


( ヵ カ の は 7 に よら 必定 数 で 。 ヵ キ 1) 
で 定まる 数 列 {2) に つい て は 。 定数 ゥ を 
ge 三 7Z 十 の の 解 と し て 定め る と , 尊 化 式 が 


の ューog 三 が (の 一 の ) 
の 形 に 変形 さき れる. し た が っ て , 
{2。ーg) が 公 比 ヵ の 等 比 数 列 と な る 
こと を 利用 し て 2, が 求め られ る . 
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| 和 )gーb の nー テ の 1 ( み ー1。 2。 ……) で 定まる 数 列 
{2J の 一 般 項 を 上 の 方 法 で 求め る . 


ヶ ー テ 1 を 解け ば og 三 2. 


河 化 式 を 書き な お す と 
7 が 2 一 テ (。 2) (2 三 1。。2。 3。…… ) ーー ……… 区 


と な る . し た が っ て 。 {g』ー2} は 公 比 訪 の 等 比 数 列 で ある . 


アー1 
2 この (2。 9) 補 誠 : 5 の み ー2ー っ た r 


2" この 人 解法 は , 次 節 IL で 学ぶ [解法 2 〕 の 特別 の 場合 で ある . 


皿 よ り 一 般 の 線型 2 項 間 瀬 化 式 (cpg。 十 g(z) 型 ) 
今度 は , 潤 化 式 2 ヵ + 王 2Zz 十 7 に お いて ヵ は 定数 だ が 7 が 
2 に 依っ て 変わ る 場合 を 考え る . 2 が z の 関数 だ か ら , 以後 
9(z) と 表す . 
の nmー カ 2z 十 の (2) (1。 2。 3。…… ) 。。、。……… ⑧ 
まず ヵ ー1 の と き , ⑳ は , {g。} の 階 差 数 列 が {2(z)) で ある 
こと と を 意味 し て いる か ら , すでに や っ た よう に 
ニム + 多 (6 ( み =2。 3. 4 も ……) 
に よっ て g, が 求め られ る . また , ヵ 王 0 の と き は , 計算 する ま 
で も な がく 。 
の 三 の (一 1) ( 科 2) で ある 。 
そこ で , 以下 ヵ キ 0, 1 の 場合 を 考え る . 解法 は いく つか あ 
る が , ここ で は 基本 的 な も の を 2 つ あ げ よ う . 


(解法 1 - 完 叶 に 着目 する . ④ を 用 いる と 


が 
の zh _ の 4 」 2) 
の サー ダリ が (z テ 1 の 5 二 CCGooo ) EE の 


が 得 ら れる . この ⑧ は , 
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数 多 | 28| の 北 多 が | 叶 ] で ぁ る 


こと を 示し て いる 。 
し た が っ て 


これ で 一 応 の 答 が 得 ら れ た が , さら に を 2 の まとまっ 
た 式 で 表す た め に は , 〇 の 右辺 に ある 
人 科 の p- 
有人 こと が ある 。 


用 人 字 BL.250) 


1" ⑳ か ら ⑧ を 導く 手順 は 「 両 辺 を の ① で 割る 」 と 考え れ ば よい . 


[解法 2」 初 項 2, の 条件 を 無視 し て 与え られ た 洒 化 式 め を 満 
た す {2。) の 具体 例 ( 洒 化 式 の 特殊 解 ) を 1 つ 見 つけ る こと 
が で きた と する . 
それ を {2』) と お く と 


wmー カ みみ 十 の (2) (z 三 1, 2。3。…… ) 5OoO 204 
で ある か ら , ⑳-ー⑧′ より 
gz ロー の ュー が のみ ー の ) (z 三 1, の 人 3 CO ) の OO ⑳) 


が 得 ら れる . この ⑤ は 
数 列 {2 ヵ ーg) が , 公 比 か の 等 比 数 列 を な す 
0322INIU ジ KID の 語 お ED 
の gz 一 の g 王 が の (カーム ) 
の 一 十 が (カー ム の ) 


2 ル LISA 応用 例 は 用 - B.225 (2② 


一 般 に 2(z) が ヵ の 多項式 ( ヶ 次 ) の と き は , 特殊 解 g。 も , ヵ の 
ヶ 次 の 多項式 で 求め られ る . 特に 2(z) が 定数 の と き は 定数 の 特 
殊 解 が ある . 前 節 IL で 述べ た 2z。 ュ ー カ 2 ヵ 十 9 の 解法 は この 場合 に 
ほか な ら な い . 


ょ ユー 
o 
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IV. 連立 線型 洒 化 式 (定数 係数 ) 
2 つの 数 列 (2。J,。 (2) に つい て の 連立 洒 化 式 
| gzm1 王 の の 十 9 の 。 で "… ① 
か ュ ディ の 十 5 の の … ② 
の 解法 に つい て は < B.226 [ 注 ]」 B.516 


YV. 線型 3 項 間瀬 化 式 (定数 係数 ) 
数 列 {2』) に つい て 
gz+r2 王 の 2 の 7m 十 9 の 7 ー の" め (1, の 8 9 oasis ) 
と いう 潤 化 式 を 考え る . ここ で ヵ の は 2 に よら な い 定 数 と す 
る . 
天下 り 的 だ が , 2 次 方 程 式 


だ = テ 77 十 の 
の 2 つの 解 を 2。 2) と する と , 解 と 係数 の 関係 か ら 
0 特に ヵ +g 三 1 の 
2 ニーgg と き は 。 g テ 1 ま 
た は /g テ 1 
だ か ら ⑧ は 


za2 王 (g 十 2 ュー 62 ァ 
ga+2 一 @ の z ュ ユー が (2 の 2 ュー の の z) の (z 三 1。 2。 3。…… ) 
と 書き な お すこ と が で きる . そし て は , 
数 列 (2。 ュ ーgg) は 公 比 2 の 等 比 数 列 を な す 
こと を 意味 する か ら 
の ュー の の 4 王 の (22 一 の) …… ⑥ (z ニ 1。 2。 3。…… ) 
と な る . 
〇 は , 由 で 述べ た タイ プ の 潤 化 式 で ある か ら , に 従っ て 解 
く こ と が で きる が ,。 特に ? キ の の と き に は ,。⑥ 〇 で gZ と / を 入 
れ か えた 
の ュー が gg の (gg 一 68) …… ⑥Y 
と 〇 を 連立 し て 2, を 求め る 方 が 簡単 で ある . 4。 は 最終 的 に は 
の 三 人 の 7 二 5587 (所 5 : 定数 ) 
と いう 形 に な る . 


2 応用 例 は < B.227。 B.228 
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公 邑 . 選 2 項 定理 


IT. パス カル の 3 角形 
(Z 寺 の? (2 十 の * の 展開 の 公式 は すでに 学ん だ . 


23 の 2 二 (の 3 の 2 の の は の 時 ロー ① 
(2 の ?ー〆 十 3272 十 82 が 十 が 6 ② 
これ ら よ り 。 三 1。 2 三 ? 々 と お く と と に より 

(人 ③ 
(1 二 z) テ 1 十 3z 圭 3z2 十 9 mit @④ 


で ある . 逆 に , ③⑬, ④ が 先 に わか っ て いる と する と , ァ ニ を 


それ ぞ れ に 代入 し て か ら 〆, 〆 を 両辺 に 掛け る と ①, ② が 復 
元 さ れる . 

同じ よう に , z を 一 般 の 自然 数 と し て (2 十 の ” を 展開 する 
公式 を 見 出す (展開 し た と き の 係 数 を 定め る ) た め に は (1 二 y)” 
を 展開 し た と き の の 各 次 数 の 項 の 係数 を 見 出せ ば よい . 

その 手 は じ め に , (1 十 )* の 展開 を ④② を も と に し て 調べ る に 
は , ④ の 両辺 に 1+ ヶ を 掛け れ ば よい . そう し て 得 ら れる 係数 
と ④ の 係数 と の 関係 を (この 目的 の た め に は 大 ゲ サ す ぎる が ) 
一 般 論 へ の 見 通し が 得 ら れる よう に 考察 し よう . その た め に 


(1 二 ァ 77ーAo 寺 Arzy 填 Az77 十 Aa79 0 mlit ⑤ 

(1+ ヶ )* 三 Bo 寺 Bjz 十 Bsz7 十 Baz? 十 By mit ⑥ 
と お く (A。 テ 1, AAz 王 3。 Aa 三 1 は すでに わか っ て いる の 
だ が )、 


⑤ の 両辺 に 1+> を 掛け る と 
(1 二 z) 三 (1 十 ヶ )(A。 十 Arz 十 As? 十 Asz) 
テ A。 十 (Az 十 Az) 十 (Aiy7 十 Azy う ) 
十 (Azz? 十 Asz う 十 Aaz* 
Ao 十 (A。 十 Az 十 (A」 十 A)Z7 十 (A5 十 As)z7 十 Asz* 
これ と ⑥ と を 比較 する こと に より 
B。A。 テ 1, 
BiA。 十 A」 三 1 填 3 三 4 
B。 王 A」 十 A。 三 3 圭 3 三 6 
BaAs 十 Aa 三 3 十 1 三 4 
B,。 三 Aa テ 1 


I ル . 
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が わか る . この (Az) か ら (B。) へ の 構成 の 仕方 を 端的 に 示せ ば 
(A): 1 3 3 1 (隣り どう し の 足し 算 ) 
(B)i1 4 も 0 


と 表記 され る . 一 般 の 場合 , つ まり (1 二 >)” の ヵ を 1 つ だ け 増 
せ ば 係数 が どの よう に 変わ る か も , 上 の 調子 で や れ ば よい . 
2 三 2 か ら z 三 3 の 部 分 に つい て も 


で ある こと が 確認 され る . し た が っ て , (2 十 の ' 一 Z 十 5 か ら 出 
発し て , 順次 に (2z 填 の "の 係数 を 構成 し て いく と , 次 の よう 
な 図式 が 得 ら れる . この 図形 を パス カル の 3 角形 と いう . 


7 三 1 I 四 請 遇 

2 三 2 2 清 導 

72 三 3 IO 紀和 リ 

z 三 4 Il 員 暫 43 計 6 馬 雪 4 引 詳 
2 三 5 生計 SO 訣 山 (0 必 才 5 語 還 | 


2 項 係数 
(1+z)” の 展開 の 係数 を 2 項 係数 と いい , その 中 の ry* の 係 


数 を | 7 ) で 表す ( 秒 な 記号 で ある が 歴史 的 に そう な っ て いる ) 
すなわち 


で も ある . 
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パス カル の 三角 形 に よれ ば , 一 般 に 
(721 計 AI 計 22 22 に 
賜 LE [1 に の 
で ある こと ,。 また 。 た と えば 
付記 光則 0 
2 MD 


で ある こと が わか る 


和 . 2 項 定理 
校 の 数 学 で 記号 | 7 ] な 出 て こない の は 次 の 定理 1 が 成り 


立つ か ら で あ る . 


[ 理 1] 2 項 係数 |/) は, 実は ヶ 個 の も の か らん 個 を 取 


り 出 す 組合 せ の 数 zCz。 に 等 し い すなわち 


| 信 Ce 0 の 4 上 | 
6 計 ん 8 ん 三 0 呈 の 22 


1” この 定理 の 証明 は , 各 教 科 書 に 工夫 し た 説明 が な され て いる 。. 
それ に よっ て 耳 解 し て ほし い . 


2* 上 の 定理 の 趣旨 で ,C。 の こと を も 2 項 係 数 と 呼ぶ こと が ある 。 
II の ①, ② に 上 の 定理 を 用 いる と , 次 の 2 項 定理 が 得 ら れる . 


[定理 2 ] (2 項 定理 ) ヵ を 自然 数 と する と き , 次 の 展開 公式 
02 
(2 十 の Ce (の 2 の 


三 の 十 の" の + Na= リ の の cl 


1 ター リー ター を 1 り グー を が を トー 十 の 


$2 A 篇 (基礎 理論 ) 775 


SW((S 
(1 十 ?)7 ee 
ー 間 記 二 ーー リ 2 


2# 実は , が 自然 数 で な く て も (その 場合 は , た の 範囲 は , ん 三 0, 
1 の YO ッ で ある と し て) 


2 (2 一 1)…… ge 三 0 閥 半 請 眼 上 当 | 
(4 ⑤ 
と 定義 きれ る . 。 2 
後日 で 


2 デー1。 や ーー テ で あっ て も ) 


G+ の = 邑 ( 7 83332c8 ⑥ 


が 成り 立つ の で ある . た だ し , > の 範囲 は 一 1 く ヶ < く 1 と 制限 さ 
の 当 7 は 


( 間 1( 一 1-1)(ー1 ユ ー2)……(( ニ 1 ユー を 土 1 
ん ん ! 


-( に DP (が 


で ある か ら 
(ーー ニットーOMS228( es) 
が 成り 立つ と いう の で ある . 


ーー 人 2a ね わり 有三 三 
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(1) 第 2 項 が 10, 第 5 項 が 43 の 等 差 数 列 {2,) が ある . 
i) 第 11 項 は 何 か . 
i) 第 11 項 か ら 第 20 項 ま で の 和 を 求め よ . 

(2) 等 差 数 列 {2j に お いて , はじ め の 10 項 の 和 が 10,。 は じ 
め の 20 項 の 和 が 120 で ある と いう . は じ め の 30 項 の 和 
を 求め よ . 


0EEERSANO22URBGBESNIRENENCRRRRRSESREIEIMDKEBOGSRRBINRGGSEENRRENSNNS 


NZOETG 二 SRcom31CCSSorcyt ae 2 


[ 軍 プ ロー チ > 等 差 数 列 は , 初 項 と 公差 で 決ま り ま す . まず それ ら の 値 


を 求め まし ょ う 。 
( 1 ) 公差 を の と お く と , 与え られ た 条件 か 
ら 
の 三 ム 十 (一 1)Z 夢 1 
の 十 4 の 43 
が 成り 立つ . 


この 連立 方 程 式 を 解く と , ニー1, の = テ 11 と な る . 
i) 第 11 項 は 十 109= ニ (一 1) 十 110 三 109 
ii) 初 項 109, 公差 11 の 等 差 数 列 の 第 10 項 ま で 


の 和 に ほか な ら な い の で , 
5ー テ (2g 二 (ター1 ィ テ "10・2・109+(10 一 1)・11] 1585 
(2) 等 差 数 列 (2) の 公差 を グ 7 と お く と ,。 与え ら 
れ た 条件 か ら , 
初 項 と 公差 を ま テ "10・(2g,+9 の =10 も もの 99 ニ の まつ 
ず 決 定 し よう と 参 ] 
| の GU "20・(2 る 十 19 の ー120 … 2 の 十 199=12 …② 
が 成り 立つ . ①, ⑨② か ら 72 g@ を 求め る 人 
ニー ラッ = 


よっ て , は じ め の 30 項 の 和 は 。 
"30・(2g:+29 の ) テ ・30・22 王 830 
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B. ら ロ ら 一 一 
数 列 {2Z。) の 初 項 か ら 第 ヵ 項 まで の 和 S, が 
5。 三 3 一 300z (zz 三 1。 2。 …… ) 


で 与え られ る と き , 
(1) (2) は 等 差 数 列 で ある こと を 示し , 初 項 と 公差 を 求 
め よ . 
(2) 7 テ | | 十 | 2 |+ い ン 22 十 | | を 求め よ . 
| アプ ロー チ > 2 衝 2 の と き の が 王 〇 ーー ュ で す が, の ーー と な り に 3 
99 


MSGRSESROSG283OEDrTTSMC か っ RS: 


(1 ) 人生 2 の と き 

gz 王 ッ ー 5 ヵ - ュ 

テ (3 が 一 300) 
ー{3( ヵ ー1*ー300( ぁ ー1) 

の ヵ 三 6 一 303 CCCCOCCO ① 
3 

ーーー297 
これ は ① に 含ま れる . 
し た が っ て {2。} は 初 項 一 297, 公差 6 の 等 差 数 列 で 
ある 。 時 
(2) ① よ ょ り 

1 ミ z 人 50 の と き gg ぐ く 0 

51 ミ 全 100 の と き >0 
で ある か ら , 

= テ ( 一 カー の gー……ー gs0) 

十 (2』 十 ss 十 DOC 十 の oo) DOCGD CC の ②) 
まま 7 と 
みみ デー297。 2so デ ー3。 gsi 三 3。 oo 三 297 

で ある か ら , ② の 第 1 の か っ この 中 と 第 2 の か っ こ 
の 中 は 等 し く 


39+15+…… 十 297 ニ (2973)・50 


三 7500 
CC 寺 議 dE っ) 
7ー2・750015000 


779 語 S 放 欄 装 還 | 以 ! 


B. 0 ロ 3 - 
1000 以下 の 正 の 整数 の うち で 
1) 3 で 割り 切れ る 数 の 和 
(2) 6 で 割り 切れ る 数 の 和 
(3) 6 と た が い に 素 な 数 の 和 
の それ ぞ れ を 求め よ . 


SRISSRRGNRH3RE2ERBSSRSSSESEEUEERBRRR 


ESECNGDGSS5SKSEESS23DRE25SEEOEGGS0ROO33DSSREGE380R 和 0 


一 般 に , 正 整 数 ヶ の 倍数 を 小さ い 方 か ら 順 に 並べ る と , 
公差 ヶ の 等 差 数 列 と な り ま す . 


(1) 1000 以下 の 正 の 整数 の うち 3 で 割り 
切れ る 数 を 小さ い 順 に な ら べ る と 
初 項 王 3, 末 項 一 999, 公差 王 3 
項 数 は の 等 差 数 列 と な る . その 項 数 は 333 で ,。 和 は 
399 一 3 333x(3 十 999) エ 2 ニ 166833 
(2 ) 1000 以下 の 正 の 整数 の うち 6 で 割り 切れ る 
も の は , 初 項 6, 末 項 996, 公差 6 の 等 差 数 列 を な 
す . その 項 数 は 166 だ か ら ,。 和 は , 
166 X(6 十 996)=2 三 83166 
この 記号 を 用 い 墓 (3 ) 1000 以下 の 正 の 整数 の うち ァ ヶ で 割り 切れ る 
る と , た と えば も の の 和 を S$, と 書く こと に する . 
①) の 結果 は 6 と た が い に 素 で ある , と は , 6 の 素因 数 2, 3 の い 

166833 ぶれ で も 割り 切れ ん ない,。 と いう こと で ある . 1000 以 
人 下 で 6 と た が い に 素 で は な い ,。 すなわち , 2 また は 
3 で 割り 切れ る も の の 和 を 求め る . 

Sa 填 S。 を 作る と, 3。2 の いずれ で も 割り 切れ る 
数 、 すなわち , 6 の 倍数 が 2 重 に 足 さ れる こと に な 
る . これ を 差し 引い た 残り , 

Sa 一 Ss 
が 6 と 互い に 素 で な い 数 の 和 と な る . 
2 の 倍数 は , 初 項 2, 末 項 1000, 公差 2 の 等 差 数 
列 で , 項 数 は 500 だ か ら 
> 三 500 X(2 十 1000)=2 三 250500 
求め る 和 王 (1000 以下 の 正 の 整数 の 和 ) 
ー(S3。 十 S 一 S。 ) 
三 500500 一 334167 
三 166333 
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SE SE 


第 3 項 が 32, 第 9 項 が 2048 の 等 比 数 列 呈 に お いて 
(1) 第 11 項 を 求め よ . 
(2) 初 項 か ら 第 11 項 ま で の 和 を 求め よ . 
(3) 初 項 か ら 第 11 項 ま で , 奇数 番目 の 項 の 和 を 求め よ . 
だ だ し 公 凶 | NG の の 0 の 
[アプ ロー チ > 等 比 数 列 は , 初 項 と 公 比 で 決定 され る の で , まず それ ら 
の 値 を 求め よう と 考え ます . 


初 項 を 2, 公 比 を ヶ と する と , 与え られ た 条 
件 か ら 
層 BR と ① の 
2 三 2048 。。 当 間 還 訴 こつ ee の) 
が 成り 立つ .② ょ =① ょ より 
7? 三 64 
寺 8 
ヶ が 実数 で な けれ ば な ら な いこ と か ら , 
ヶ 三 土 2 
ヶ ? 三 4 
よび ' ら < まり 
g 三 8 
(1) 第 11 項 王 27"=2・(7)" 王 8・45 一 8192 


3 g(1 一 アリ) 。 7 サー1 。。。 の (1 一 7?) 
( 2 ) 求め る 和 Si っ 8・ | ae 


で ある か ら 
1) 引 7 三 2 ミ の と き 
Srー8・(2 リ ーー1) テ 8・2047=16376 
台 ) ヶ 三 ー2 の と き 


の a・2039 
Sm ー8・ ie (一 2) 3 


(3) 奇数 番目 の 項 を 並べ た も の は , 初 項 8, 
公 比 が 7“ テ 4 の 等 比 数 列 で あり , 元 の 数 列 の 第 11 
項 Zn: は , この 数 列 の 第 6 項 で ある か ら 


求め る 和 ニ 8・ 1O ウ サー 0 9 ーー 8 


10920 


三 5464 


72 の 3$2 数 列 


BB. ら 05 ーーーーーー バ ベト ド ーー バツ む ud ツ ーー 
毎年 末 に z 円 ずつ の 年 金 を 年 間 受け 取る か わり に , 第 

1 年 の 初め に お いて 一 時 に 受け 取る も の と すれ ば , い くら 
貰え ば よい か . た だ し 年 利率 ヶ 。 1 年 ご と の 複利 と し て 計算 
SS ま 。 

[アプ ロー チ > 年 利率 ヶ の 複利 法 と は , 
「 あ る 時 点 の 円 は 。 それ か ら 満 年 後 の Y(1 二 ヶ )* 円 と 同 価値 」 
「 あ る 時 点 の 円 は 。 それ より 満 年 前 の Y(1 二 ヶ )~* 円 と 同 価値 」 

と 見 な すこ と を 意味 し ます . 


満 1 年 後に 貰う 4 円 は , 

いま 貰う 2(1 十 ヶ )~「 円 と 同 価 値 
満 2 年 後に 貰う 2 円 は , 

いま 貰う (1 十 ヶ )~? 円 と 同 価値 


030OeUSD 二 2 


満 年 後に 貰う 2 円 は , 
いま 貰う (1 十 ヶ )~” 円 と 同 価値 
と な る か ら , いま (第 1 年 目 の 初め に ) 受け 取る べき 
金額 は 
4 テ g(1 二 7) 十 1 二 7) ぞ 二 …… 十 1 二 ヶ ) 7 
で 与え られ る . 
これ は , 初 項 2(1+ ヶ ), 公 比 (1 二 /)~ 
の 等 比 数 列 の ヵ 項 の 和 で ある か ら 


用 2(1 十 の ーー 


証 (02 
(1 十 ヶ ) 一 1 


-ep 


[ 注 ] 1" 上 記 の 4 の こと を 年 金 の 現 価 と いう . 
2" すべ て の 金額 を z 年 後に お ける 価値 に 換算 し て 考え る と , 
4(1 二 7)7ーZ(1 二 7) 寺 2(1 二 7) に 2 十 …… 十 Z 
と いう 関係 が 得 ら れる . この 式 か ら も 上 の 答 が 得 ら れる . 
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に 昌 ニー 0 邑 88933RR2S9 還 SSRRSERE2RS3 9 が が 68 


与え を られ た 自然 数 4 ステ 237・57 (/。 娘 。 zz は 0 以上 の 整 
数 ) の すべ て の 正 の 約 数 の 総和 を 求め よ . 


CBNASEEADDSSEReE Ha 吉 コ 2Cieー R ジ ー Mg EESSs 


| アプ ロー チア 4=2…37・.57 の 約 数 を 素因 数 分 解す る と どう な る で し 
中 2 


2* の 正 の 約 数 は ,。 20。 2 229 …… 5 ① 
3? の 正 の 約 数 は , 37。 3 32 …… 3 き お 可 ま ② 
57 の 正 の 約 数 は , 5 5。 5 …… 57 ) 


で ある か ら , 2"・3"・5" の 正 の 約 数 は , ①, ②, ③ の 
中 か ら そ れ ぞ れ 1 つ ず つ 選 ん で 作っ た 積 


ヵ ー0, 上 了 の 8 っ 5 / 
2 の .39.57 9 三 0, 1。 2。 …… 。 7 
ヶ 三 0。 上 の osaisieie 5 22 
と いう 形 に 表せ る . 
と ころ で ,。 これ ら の 項 は 
用 テ (1 十 2 十 22 十 …… 圭 29 信 この 議論 の 転換 
X1 寺 3 十 82 上 …… 十 9) は , 一 度 経験 し 
X(1 二 5 二 5 す …… 二 5) て 9 が が 165 
を 展開 し た と き に , すべ て 1 回 ずつ 現れ る . HMS の 
し た が っ て 求め る 和 は , 0 


の サ 1 1 人 ] 52 ユー1 
2-1 。 3-1 5 一 1 


ー 全 (2 サー1)(37 ー1)(5! ー1) 


[ 注 ] 一 般 に パテ が 2" ヶ ” (の, の 2, 7 は 異な る 正 の 素数 : /, 7。 ヵ は 0 
以上 の 整数 ) の 正 の 約 数 の 総数 と 総和 は 
総数 =(/ 十 1)(w 十 1)(z 填 1) 
9 が サー1 K の "サー1 アセ エー 1 
総和 王 ヵ カー1 の 一 1 22=eal 


と な る . 


722 3$2 数 列 
動 点 P が 座標 平面 上 を , 原点 O か ら y 軸 に 沿っ て Ai まで 
進み 次 に 左 に 直角 に 曲っ て Az まで 進み 。 さら に 左 に 直角 
に 曲っ て As まで 進み 。 …… と 動い て いく 。 た だし, 
0A」 テ 1, 
ーー (z 三 2。 3。 4。 …… ) 
と する 。 ここ と で,。 ヶ は 0 く < ヶ く 1 の 定数 で ある 。 
Az の 座標 を (zz。。 みみ ) と お く と き , 
(1) 2 た -1 を 求め よ . 
(2) zz, を 求め よ . 


HER26BSRXHRACSRAOEAESREERSBORCRSSVNSG03NBROSH4SSISRESRSOSMGDIGSSS2NSAOPORODCSSSIERSRZRGEESH0962628596SRDMNOMNOUSORSENRRE 
| アプ ロー チア ーッ ァ 。 ys デア 7s 王 76。 に 注意 し まし ょ う . また , 
?zs は ゎ ふ より 小さく, xs は za より 7 大 きく , zz は xs より 7" 小 き 
4 EE と な っ て いま す . 
2) 菩 園 (1) 
Zzz コー カー ク 十 7 パー…… ド ( 1)*ー! ル 24ー2 
ーー1 一 アタ キア パー ………・ (一 72* コ 
Bl に = ( 還 7 の * 
1 キ 7? 
ー ュ ー(ーD ら タ 
上 5 康 


4 
( 2 ) が 奇数 の と き , z 三 2 を 一 1 と お く と 


1ー(- ヶ 9*_ ュー(-ー の の 


アァ ー ア 2z- ュ 一 1 十 ヶ 2? 1 二 ヶ * 
2 が 偶数 の と き 。 7z 三 2 を と お く と , 
ュー( 一 7 の 9* 1ー( 一 の 導 


アァ ー ア 2x 王 2x- ュ 一 ロ 限 1 十 * 
以上 に より 
ー(ー ァ 2 
ュー ビビ (。 が 寄 数 の と き ) 
アァ 


IE (z が 偶数 の と き ) 
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に に の 7 に に 9 が 2 ニ ト に 2 ee ERC お 
ァ キ 1 の と き , ⑤ を 求め よ . 


RYTs SaafngeSt2EEeSorars 


DCE に SMAPPKMANOWDS65PEZr 和 3 


[アプ ロー チッ > 等 比 数 列 の 和 の 公式 を 導く 際 に 用 いた テク ニッ ク 
(A 2.3) を 応用 し ます . 


S と zS の 差 を と る 。. 


S=1 寺 2 ァ 十 372 二 ee… 十 z 
ー) 2%5 三  w 填 2 ダ デオ …… オ (%ー リ ター 二 y" 
1)S テ 1 二 ァ 十 77 二 memermenmn アテ ユ ュー クア ケ 


ここ で 右辺 の 初め の z 項 は , 初 項 が 1, 公 比 が 
ァ ( キ 1) の 等 比 数 列 の 第 ヵ 項 ま で の 和 で ある か ら , 


人間 
1 に 等しい. Go (人 


= 
(1 一 >)S か 
_ 1 ニー(x よ 02 
中 あ 2 
S ニ ユー(z 填 Dz" 十 xy" 
(2 


[ 注 ] 上 の 解答 で 示し た 方 法 は , 一 般 項 が (等 差 数 列 の 項 )X( 等 比 数 
列 の 項 ) と いう 形 を し て いる 数 列 の 和 に 応用 で きる . 

さら に 。 アテ 1 十 4z 十 9Z2 十 …… 十 ZZz"-* の よう な 和 も この 手法 を 
用 いる と , 少し めん どう だ が 計算 で きる . 


アテ 1 十 4z 十 9Z2 十 …… 2 
ー) z7 ニ 。。 ァ 二 477 十 …… 十 ( 一 1)7 ァ 77 
1 の 7 アテ 1 十 3z 十 5z7 十 …… 十 (2 ヶ 一 1)z「ー 2 ァ 7 


ここ で 右辺 の 初め の ヵ 項 の 和 を 求め る の に , 上 記 の 方 法 を も う 一 度 用 
いる 。 


722 $2 数 列 


日 .E ロ ーーーーー 


ST 


次 の 数 列 の 第 ヵ 項 ま で の 和 を 求め よ . 
2 に 0 0 922029 


| アプ ロー チッ > 第 を 項 を た の 式 で 表し まし ょ う . 史 を 使え ば 簡単 に 和 
が と れ ま す . 


隊 還 この 数 列 の 第 た 項 を Z。 と 書く と, 
公 比 10 の 等 比 区 2z 王 33……3 三 3(1 寺 10 十 10? 二 …… 十 10* う ) 


数 列 の 和 た ケタ 
ON ニ 1 TI 
いり リ 
求め る 和 =% gg= ェ (10*ー1) 
ょ = 3 弓 
_-1[ る る ./。 ざさ 
= | 
fa01 
LT 引 
0" サ ー9 ヵ 一 10 
27 
[ 注 ] 1" (3 十 33 十 333 寺 …… 十 33…… 3)x3 
ー9 二 99 十 999 二 … +99……9 
=(Q0-1) 二 (00-D+ … +(100……0-1) 
ー(10 二 100 キ …… 二 100……0) 一 ヶ 
= 利 吊 "ail 10 一 7 
カ 十 1 グ 必 
と し て も よい 、。 


2” 桁 ( け た ) ど と に た し 算 を する と 3 土 33 十 333 十 …… GOOSK2G 3 


アン 
三 %X3 十 (z 一 1)xX30 十 (z 一 2)X300 寺 …… 十 1・300o: 0 


2 ググ 
3 が 06 x+z. 


1 1 1 
619 す で せ (% 10 
と な り , これ は , B.208 で 求め た の と 同じ タイ プ の 和 で ある と わか る .。 
し た が っ て ,。 こ れ を と お いて 。 SS を 計算 する こと に より , S 
を 求め る こと も で きる . 
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次 の 各 和 を 求め よ . 
oe SN 
0 1 5D( の et) 
1 1 1 1 
9 二 あ 9 20 よ 92008 0 の DC 


RDNSSEHRCSEBSASSCEESESSS9333 の Em CSS2GO62COTSSWSE プ OSGSSETCSE5DS2352R2SSSICSaaCO6EYRaaSRKcn 


[アブ プ ローチ) 与え られ た 数 列 (4) に 対し , 
メー2 た ュー の k (1, 2 3。 2 ) 
と な る 数 列 {2) を 見 つけ る こと が で きれ ば ぱ , 


台 4ー 光 (の ュー の 0 の ニュー の (途中 の 項 が 打ち 消 し あう か ら ) 
RUI ま 39s 


ん で ーー 
(1) 第 ん 項 =5ー で (2zT1 


1 1 HH 
(ーー) BE 
2 2 が 三 Nh0206BIV RS 1 
SU od 
っ )6(G た 本 
4 1 
2ー 品 602 を +D 本 
二 束 と 1 il 1 で 7 
7 7 P 1 
右辺 の 和 は 。 途 中 の 項 が すべ て 打ち 消し 合っ て 。 RG 51 
$=*( 1 1 )- 7 折半  l 
2 \2・1 一 1 2z 十 1/ 2z 二 1 1 2 一 1: 21 
(2) 第 を 項 = ニ アー テーマ ーー ュー 
(を 填 1( を 寺 2) 


ー』[ 1 1 | 
2 L&4+1) (を 1(4+2) 


1 
1 た (ん 十 1)( ん 十 2) 


l 還 記 1 ト 7(z 十 3) 
1.2 (z 填 1)(z 填 2)) 4(z 十 1)(z 十 2) 


1 1 1 1 ] 
2 己 L( を 填 1) (4 土 1(4 寺 2) 
1 

2 


で 居 び 当 


726 3$2 数 列 


ロ 


恒等式 だ 一 (を 一 1)" 王 3 だ ーー3 十 1 を 利用 し て , 公 刀 


の 1 
2 
ん 72(z 十 1)(2z 十 1) 


GBPSSKRReEONNGREERRSERRECSESRNREOMEEEMNNNOOGESERSSSSN 


を 導 け . 


アプローチ だ ー(% 一 1)* の 和 は 簡単 に 計算 きれ ます . (gy B.210) 
また 。 2 4 一 テ x( ヵ 1) (等 差 数 列 の 和 )。 光 1ー ム も 使え ます . 


恒等式 3 だ ー3 古 1= だ ー( を 一 13 の 両辺 で , 


た 三 1, の 3 93 DO 。 7 と お いた も の を 加え あわ せる 
と 
光 (3 だ ー34+1)=% (だ (を 1 9 ① 


と な る . ここ で 左辺 は 
3 だ -3 叶う 1ー3 や だ ー ミ (2+10+ ヶ 
っ コ | 局 1 紀 1 ょ 2 


で あり , 一 方 , 右辺 の 
縦 に な ら べ て 入 当 (だ ー(6-109=ー0)+(② 一 1)+③ー め 9) 


3__ 03 
電 才 け +… キ (ウー ザー プー99+( が (の ー39 
8 の に お いて は , 途中 の 項 が つぎ つぎ に 打ち 消し あっ て , 


の 当 ( だ ー(% 一 19 ニ ゲー0 ニ が 55zosro 
2 と な る . ②, ③ を ① へ 代入 し て 整理 する と , 

aa NE 
3 こ 3 に 3 

+) ペー 1) に 1 ダ キテ が 1) | 

と 書く と , 打ち = で 2(+1(2g+1) 上 

消し あう の が よ 

くわ か る 。 


[ 注 ] 同様 に し て , 恒等式 
だ 一 (一 1)* 王 4 だ だ 一 6 だ 十 4 を 一 1 
か ら ,。 公式 
さ gr ラ 2 2 
喧 を 三 (z 十 1) 
を 導く こと が で きる . 


$2 B 篇 (演習 問題 ) 7 タダ Z 


BB.1 一 一 
次 の 各 和 を 求め よ . 
(1) 1 か ら 始 まる 連続 する z 個 の 奇数 の 平方 の 和 
(2) 1・z 十 2・ (Me 1) 十 3・ 0 0 …… 0 4 2+ み ・ 


SRSzESRs 2 


[アプ ロー チ > 第 を 項 を を の 式 で 表す こと が 第 1 着手 で す . 


(1) 1 か ら 数 を えて, を 番目 の 奇数 は 2z 一 1 
で ある か ら , 


求め る 和 ニ 2 (24 一 1 


ASSRNBS0SE3SBBE3ES3EEEIGCETG3MSESASSNRSSSEE33EPSSa っ ao 


NN 5 


(4 だ ー4 た 十 1) 


2(z 十 1)(2z 二 1) 一 4・ 訪 人 (1 人 基本 公式 


ー す 2 ヵ ー1)(2p+1) 
(2 ) 第 項 4( ヵ +1ー4) で ある か ら , 
求め る 和 ニ 2 4( み 1ー が 
= る (+1ー 維 


ー(%+1 34 一 当 だ ミッ 1 は 定数 な の 
所 _ で 史 の 前 に 出る . 
ー(z 十 1)・ 2 2( 十 1) s 2( ヵ 1)(2z1) 人 基本 公式 


=(p1)(z2) 


[ 注 ] (1) に お いて 次 の よう な と と も で きる 。. 
12 上 2 キ …… 十 (22 一 12 三 (2 寺 22 キ …… 二 (29 
ー(22 二 2 二 …… 十 22 人 9 


ニ ぷ だ ー4% だ 
ん デ 1 1 
2(2 み 1)(4 二 1) 一 信 x(z 二 1)(2z 十 1) 


ー 人 (2 ー1)(2z 十 1) 


9 S2 語 数 2 


時 DE 
平行 線 と ,。 これ に 垂直 に ひい 
た 同 じ 間 隔 の ヵ 本 の 平行 線 が 
ある . この 図形 中 に 正方 形 は 
いく つ あ る か . 

7 だ レニ 全 久 と 下る 、 


SEGGDRIVERKORTIREUUNRGWEESESINB5RE258S24GKBRRTESSRSRSOESCOSHROSOSDOCNNWRNZRISIENOKGNEWNIPU22ORNKGIO 399SSHS 


[アプローチ > 正方形 の 大 き さ で 分 類 し ます .。 娘 三 7, z 王 5 な どの 具体 
的 な 場合 を 考え て みる の も よい で し ょ う . 


各 平 行 線 の 間隔 を 1 と し , 1 辺 た の 正方 形 の 
数 を 求め る . 間隔 た の 縦 の 2 本 の 平行 線 は 


た と えば ま (一 め組 (を 三 1。 2,。 …… 。 7% 一 1) 
% 三 7 z 三 5 間隔 た の 横 の 2 本 の 平行 線 は 
と し て 確か め て 基 (ター ん ) 組 (k 王 2 5 レー 。 ター1) 
の あっ て , これ ら の 平行 線 を 1 組 ずつ 定め る と, 1 辺 
が た の 正方 形 が 決ま る . 


よっ て , 1 辺 が の 正方 形 の 数 は 
(が ( み ー が 組 


で ある 。. 

72 三 72 bz そし て ,。 ん 三 1 2。 …… ぅ 2 一 1] で ある か ら 。, 正方 
形 の 総数 は 

た と えば , ァ が = ( み ー ね が (ゆー が 

22 三 三 2 カー1 

久 三 3。 ヵ 三 2 = る (一 (が 填 人 の を 填 刀 

な ど に つき 検算 カー1 カー1 カー1 

に 三 1 ユー( 十 の) 2 ん 十 2 だ 


ーwz(z- サ ーー リ 


+ 全 (ター1(2 ぁ 1) 


ーー1)(3ー カ ー1) 
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esa2SESS と gsi 


ヶ 個 (z= テ 7) の 席 が 横 一 列 に 並ん を で いる . ここ に A, B, C 
の 3 人 を 着席 させ る の だ が , 3 人 は 仲 が 悪い の で , 隣り あう 
2 人 の 間 に は 空席 が 2 個 以 上 で きる よう に し た い . 空席 の 


RI72ESRIDRR 


組合 せ の 数 を 求め よ . 


席 を 3 つ ( 誰 が どれ に すわ る か を 定め ず に ) 選べ ば よい . 
3 つの 席 の うち 中 央 の 席 を 固定 し て 考え る と 数 え を や すい で し ょ う . 
着席 する 席 を 決め れ ば 空席 も 決ま る の で , z 

個 の 席 に 1, 2。 3。 …… , の 番号 を つけ 。3 人 の 着 

席 す る 席 の 番号 を , 2。 <(1 ミ ァ く 2 く 々 ミミ 2) と お 語 A, B, C の 誰 


く 。 問題 は が 。 ァ >。?7。 る の 
1 ミッ どの 席 に つく か 
ja は , 問題 と し て 
グ 十 3 ミミ 20 


を 満た す 整 数 >, ヵ ,z の 組 の 数 を 数 える こと で ある . 
ヶ の と りう る 値 は 、 み 4。 5。…… 。 2 一 3 で ある か 
ら , ん た を 4 ミミ ァ ー3 の 定 整 数 と し て , ヶ の 値 を ヶ 
三 r と 決め る と , *,。 る 々 の と りう る 値 は 。 それ ぞ れ 

1 GO % な 王 さ の (を 一 3) 通り 

る 三 を 十 3。 を 十 4。 …… 。 22 。 の (一 一 2) 通り 
で ある . よっ て , 整数 (z, <) の 組 は , (ん 一 3)x(z 
ー ル ん 一 2) 個 で きる . 


W= 史 は 3)( ぁ を 一 2) 
ん 一 3 三 ? と お く と , 
ニダ 2( み ー7ー5=( ヵ ー5) 7ー 宛 の 


ー( ヵ ー5) 念 (gー6)( み ー5) 


き ( 6)(z 一 5)(2z 一 11) 


ー す (?ー6)( ヵ ー5)( ヵ ー4) 


[ 注 ] まず > を 固定 し て , 9, < を 数 える こと も で きる . また , 一 4 
個 の 席 の 中 か ら A, B, C を 着席 させ る 席 3 つ を 選び (。_-4C。), 3 人 の 
間 に 2 つ ず つ 空 席 を ふやす と 考え れ ば , を すばやく 求め る こと が で 
きる . 
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=1 1 馬 上 CZ と =c= お = を om) 滞 STSS 
e 


(1) 1 か ら 始 まる 連続 奇数 の 最初 の V 項 の 和 を 求め よ . 
(2) 1 か ら 始 まる 連続 奇数 を 次 の よう な 群 に 分 ける と き , 
第 z 群 に 属す る 数 の 和 は いく ら か . 
(⑩ 貞 (3 四 5 上 (4 旧 9 中) 表 (03 肌 1159) 時 cs 


MSGREN2maG2Yarssaness Era 4 


[ 克 プ ロー チ > (1]) 等 差 数 列 の 和 で す . (2) 第 ヵ 群 に 属す る ヶ ヵ 個 の 数 
は 等 差 数 列 を な し ます か ら , その 和 を 計算 する こと は 容易 で し ょ う . 
し か し (1) を 利用 する こと も で きま す . 


(1) 初 項 1, 公差 2 の 等 差 数 列 の 最初 の W 
項 の 和 は , 
テ が (2・1+2(Wー1)ー が * 


(2) 第 z 群 に は , z 個 の 数 が 属し て いる か ら , 第 
Z 群 の 最後 の 数 は , 


が ー12 二 3 す …… キ ター テ ( ヵ 1) …… ① 
項目 に 当る . また 第 (z 一 1) 群 の 最後 の 数 は 
=1+2 二 8+…… 二 ( ぁ ー1)ー テ (%ー1 カ 
項目 に 当る . 


第 z 群 に 属す る 数 の 和 は 
(第 z 群 まで の 数 の 和 ) 一 (第 (一 1) 群 ま で の 数 の 和 ) 
で ある こと より , (1) の 結果 か ら 求 め る 和 は 
Wー が “ニオ が (1 一 二 が ( み ー1 


ーー 7 


[ 注 ] (2) に お いて , 次 の よう に 考え て も よい . 第 ヶ 一 1 群 の 最後 の 数 
は (=)#(%ー1 ァ 番目 だ か ら 。 第 ヶ 群 の 最初 の 数 は 


2 は Dil 1 ニア ーz 十 1 


で ある . よっ て 第 ヵ 群 は 初 項 ゲーz 十 1, 公差 2 , 項 数 ヶ の 等 差 数 列 を 
な す の で , それ ら の 和 は 


テ 22( ゲ ー タ 1) 2( ヵ ー1) 一 が 
と な る 。 
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2353 Cm が 6 る 3270sssTN=eetY EsS3ss ニ ミニ の 


B.g16 一 - 
自然 数 1。2,。 3,。 4。…… を 
右 図 の よう に 順に 並べ て ゆ 
< 電 
1) 第 1 行 第 た 列 の 数 2。 
を で 表せ . 
(2②) 第 10 行 第 20 列 の 数 
を 求め よ . 
(3) 2000 は 第 何 行 第 何 列 
に ある か . 
了 散 還 (1) 1 を 第 1 群 , 2, 3 を 第 2 群 , 4, 5, 6 を 
第 3 群 。 7。 8, 9, 10 を 第 4 群 , 等 々 と 名 づけ る と , 
第 1 行 第 た 列 は , 第 を 群 の 最初 の 数 で ある . 
第 を 一 1 群 の 最後 の 数 は 


1+2+3+…… 寺 (を 2)+( を 1)= テ 4(4ー1) 
で ある か ら , 第 群 の 最初 の 数 は , 
一 テ を (を ー1) 1 


(2 ) 第 ヵ 行 第 2 列 の 数 は , 第 ( ヵ + 一 1) 群 の ヵ 番 
目 の 数 で ある . 

よっ て , 第 10 行 第 20 列 は , 第 29 群 の 10 番目 に 
あり , その 数 は 

9 十 9 三 407 十 9 三 416 
( 3 ) 2000 が 第 を 群 に 属す る と する と , 
g 和 ミ 2000 く gm 

が 成立 する . すなわち 


4 を 1)+1s2000< テ (4 を 1 
4( を 一 1) ミ 3998<( を 1) ん 


PMSNNOHN97OTIE20 あ KAYK3M02RRER392RSDS2KGRENGSEEH2RK243ZSSPSIENGMWSGWREEESDERESS93SOEGODIG2YDNA 


… た を 三 63 信 4 二 74000 
ここ と で, gss 三 1954 で ある こと か ら , 2000 は 第 63 
群 の 47 番目 で ある . 


よっ て , 2000 は , 第 47 行 第 17 列 に ある . 


12O , 2 の 中 か ら 異 な る 2 数 を と り 出 し て その 積 
を つく る . これ ら の 積 の 総和 S。 を 求め よ . た だ し ,z 全 2 と 
する . 


05 人 05KGED の ARE 


[アプ ロー チ 了 いろ いろ な 方 針 が あり ます . 

①⑪ (gg 二 …… 十 7ー(g の 7 十 の の 十 …… 十 6 の の 十 2( の の 十 の の 十 … 
… 填 の 1 の z) と いう 展開 公式 を 利用 する . 

(2) Sr」 と S,。 と の 差 が 1・(z 十 1) 十 2・(z 十 1) 十 …… 十 み *(z 十 1) で あ 
る こと を 利用 する . 
それ ぞ れ の 方 針 で 解い て み ま し ょ う . 


(その 1) 
(1 二 2 十 8 キ …… 填 92 王寺 22 十 82 二 …… 十 7 
十 2 人 1・2 二 1・9 二 …… 土 (一 1) 多 
に お いて , 右辺 の { } の 内 は ちょ うど S』。 に な っ て 


いる . 
= テ (d+2 二 8+ sao +%) 
ー(12 十 22 十 32 二 …… 二 め )) 
B.211[ 注 ] ー タ | (トー で ( 寺 D(2z+1)| 


ー 支 (ーD(m 寺 (82) 
(その 2) z ミ 1 の と き 
5 ュー5』 三 (1 十 2 十 8 十 …… + め (1) ニテ 2(z ア 
で ある か ら 。 z み 全 2 の と き 
ぶ =0 ーー 史 テ 41 
1 


る り 


た =1 た 1 た 1 


ll カー1 カー1 の 
ぁ ( 品 4 32820 ん 1 


三 5 は (一 1)*Z2 十 (z 一 1)z(2z 一 1) 


+ ヶ が ( ぁ ー1] 


ー( ヶ ー1)z(z1(3z よ 2) 
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日 . 1 ーー トー トト つの 


0 の Lee , oz は ヵ 個 の 自然 数 1。2。…… 。 み を 大 きい 
方 か ら 順に 並べ た 数 列 と する . また 。 の,。 の 。…… 2 
1 還 二 coco ぅ 2 を 任意 の 順序 で 並べ た 数 列 と し , 

み 三 2 十 1 一 4 (= の 0 / ぅ 2) 


と お く . 
(1) 2 cx を ヶ の 式 で 表せ . 


2) 錠 (《 を が)"=0 で ある こと を 用 いて 。 4bks だ 


を 証明 せよ . 
(3) に 2 っ を 証明 せよ . 


OIDS 


(1) 攻 CC 人 
=( ヵ 1) 一 だ 
ん =1 た =1 
ーe( ヵ 1)( ヵ 2) 


(2 ) (2 コリ で ある か ら 


ヌ / が 一 の ク ヌ 誠に に 0) の 2 生 0 0 …… 
た =1 た 1 た ニュ 1 


こと と で 。 集合 {2 が 2 …… 5 の は 


集合 12 2 …… 。 7 と 一 致し て いる か ら 。 


①, ⑧ よ り , 当 is 章 ロア リー と た 


(3 ) ⑨③ に 太 z 十 1 一 4 を 代入 する と 
当 を (g+1ーg) ミ 学 


放 = 当 (g+104 一 叉 記 
= (e+D を 一 維 
ー 4( み ユー め = 当 ex 邊 


CERISEKG2SEH 二 NBYaroeESRSSRRDEGH 要 


信 負 で な い z 個 の 
数 の 和 は 負 で な 


己 か, の 5。 POOCLD 5 


( 匠 仙山 二 語 25 


[ 注 ] 本 問 は 2 Agx の 最小 値 を 求め を こと に な る . 


Z32 2 麗 。 別 
日 . らら 1 所 NRNEUSSSREESRSBRDOGNONSSSGRORSSR8 の SERIERSG0060 
数 学 的 帰納 法 を 用 いて 次 の 等 式 を 証明 せよ . 
①) だ ー テ が ( み 1 


た 


②⑫ %4( を +1(6+ の = 二 %(z1(z+2(z+3) 


SSRSSAEMNMSMESEDGONSRSHRSSSNGSSMRGNN 


33RNDMRVBESRARRNGNRZO 


( 1 ) 1 の と き 左辺 =1 三 右辺 . 
Z 三 2% の と き 成 立 す る と 仮定 する と , 


や だ ーー だ 二 ( 太 十 1) 
た =1 た =1 


= オ (1 す (w1Pー テ (2 
と な り , 
2 三 72 十 1 の と きも 成立 する 。 岬 
( 2 ) 1 の と き 左辺 =6 三 右辺 . 
2 三 22 の と き 成 立 す る と 仮定 する と, 
ba 4 を +1(4+= 光 44 を (462) 
+( 土 1( み 十 2)(% 十 3) 
ー テ が (1( 二 2)( が 3) 
+( 土 1)( 寺 2)(% 填 3) 
= オ (z+1(+2)(3)( 二 る 
と な り , 
72 三 22 十 1 の と きも 成立 する . 四 
[ 注 ] 1" B.211 [ 注 ] の よう に し て (1) を 証明 する こと も で きる 。. 
2" (1) と B.211 を 用 いて (2) を 示す こと も で きる 。. 
3" (②) と 同様 の 方 法 に より 
る %g+1, を +1(g+2)( を 3) 
を 求め る こと も で きる . 用 C.8 
4" (2) は {z(% 填 1)(z 十 2)) を 階 差 数 列 と する 数 列 の 1 つと し て 
仁 z(z+1(x+2(+8]| が 取れ る (これ を 示す の は 簡単 )。 と い 
うこ と か ら も 示す こと が 出来 る . 同様 に し て {z(z 填 1 
{z(z 填 1)(z 十 2)(z 圭 3)} ら を 階 差 数 列 と する 数 列 は 何で ある か 容 
易 に 推測 で きる . 
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日 . 避 選 D = DP RNNEENGERNSESERRMSEGSSGTGI5SGYGES9S 
2 2 を 消 た す 正 区 数 2 を すべ て 求め よ . 
SRISBIGEOSMRSNRGCESST 二 BEER 


[アプ ロー ニチ =1, 2。 3,。 4。5。 6 と し て 2"。 巡 の 大 小 を 見 比べ る 
と , 答 の 見 当 が つき ます . 


1 ミ z ミ 6 に つい て , 27。 の 大 小 を 比べ る 


5 

回 昌 回 回 回 回 
回 EE 
四 加 EE 

この 範囲 で は 2" ミ Z% と な る の は z 三 2。3, 4 の 

の 2 で ある 。 そこ で 
「 ヵ 生 5 な ら 27> ゲ 」 と 予想 し て , これ を 数 学 的 帰納 
法 で 示す . 
( 1 ) 5 の と き 27>ZZ は 成立 する . 
( ル ) 5 な る ある た に 対し て 2*>/" が 成立 し 
た と 仮定 する . 
両辺 に 2 を か け て 

の 5 ジル 
BIGSNGV/ り 二 7 人 の 3! ら 』 

だ ゲー( を 十 1)/ー ニ ゲー2z 一 1 

ー(z 一 1)*ー2>0 

2020 ジ ( 湊 直 102 

が 成立 する . 
よっ て 数 学 的 帰納 法 に より 

5 一 - つ 27> 
が 示さ れ た . 以上 に より 

ーー ナー ジ 有 語り 


736 32 数 列 


BB. き 1 ーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーー 
数 列 {24) が 2 王 1。 2。 3。…… 対し て 
( カ 十 の 十 66 こ 十 @)7 王 の 7 十 2 の 7 十 8 滞 な 十 2 が 。0 …eiti… ① 
の SxORI25P2O 還 ま コギ ミード < ⑨) 
を 満た す な ら ば , gz 三 ? で ある こと を 証明 せよ . 
90 人 STG 2028BSSSSMSSMSESSRSRIRNINSSNNNRNRKORGNGNISRNOSRAUNGSRGESSSSSSOISSK 


[アプ ロー チア "2,ーz” と な る こと を 数 学 的 帰納 法 を 使っ て いえ ば 良 
い の で す が , “2g。 三 7 ーー 十 1” を 直接 示 そ うと し て も 無理 
で す . “gg ヵ 三 2。 の ヵ ュ ー72 十 1 一 つ 2z+2 三 好 十 2”" で も 無理 で す . 思い 
きっ て “全部 "仮定 し て 

“の ー1。 の 2 三 2。 …… 。 の ヵ 三 72 王 2zmー7 十 1" 
を 証明 し よう と 決心 する と すぐ に で きま す . 


gz 王 2(2 三 1。 2。 …… ) を 数 学 的 帰納 法 に よ 
っ て 示す 。 z 三 1 の と き 
① よ り 
の /ー の " … 。 の (の ー1) テ 0 
より >0 だ か ら 
の ーー1 
そこ で Zw を 任意 の 自然 数 と し て , 
の ー1。 2z 三 2。 23 三 3。 …… > の 一 72 
と 仮定 する . 
① で z 三 娘 十 1 と する と 
(1 寺 2 十 8 二 …… 十 2 十 grD0* 
三 1? 十 2 十 33 十 …… 十 2 十 の 


2 
全 w(w 填 1) 十 ea ー オ が ( 二 1 上 の お 


ga デー の ーー (22 十 1)2。 ュ ュー0 
gz+1(g ヵ mn 十 22(2z ュ ー 7 一) 三 0 
⑨④ よ ょ より gz ュ >0 だ か ら , 
@ の ュー22 十 1 
すなわち , 
三 22 十 1 の と きも 三 2 が 成り た つ . 是 
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日 . 「 ニ オニ オー』 BROS 


(1) 2=1, 2? ミ 1 で ある 任意 の 正 の 数 2。 の に 対し , 
6 十 6 科 1 十 2 の と な る こと を 証明 せよ . 

(2) る の 2…… の 三 1 で ある 任意 の ヵ 個 (z 放 2) の 正 の 数 る , 
の 5。 の" > の 。 に 対し 。 十 22 十 …… の ぁ 272 下 と CK の と を 
穫 打 間 朋 MA 記 な 用 で 間 財 時 


spamasemSSEGSGSSS 


ーー 


3 で SRCSKOYCSDRORR 時 coco1e テ arSTZPREEEE53SS9SE が NO 


(1) に 注意 し て , 変数 の 個数 ヶ 々 に つい て の 数 学 的 帰納 法 
で 議論 を 組立 て ます . 


(1 ) 2 填 一 (1 十 2 の ) テ ー(2 一 1)(2ー1)=0 血 
( 2 ) を 2 以上 の 整数 と し ,「 積 が 1 に 等 し い , 任 計 「 任 意 の 娘 個 」 
意 の w 個 の 正 数 の 和 は zz 以上 で ある 」…… (*) が 重要 . 
と 仮定 する . 
ce:2 枯 積 が 1 に 等 し い 2 十 1 個 の 正 数 の 1。 の 2 
92 > の zi を と る 。 その 際 0 く 2 ミ 22 ミ …… ミ 2z+1 者 久 十 1 個 の 正 数 
と 仮定 し て も 一 般 性 を 失わ な い . する と , 積 が 1 に を 小さ い 順 に 
等 し いこ と か ら の の 2。 "ツー 
の 1 SI 訪 に ① の 6129 が 
で な けれ ば な ら な い ( カ >1 な ら 。 の の …… の za ロン 1 よい. 
7984 り 上 他方 @ ヵ +1 く 1 な ら 。 2 の 2. コ 2 っ <2 の ヵ +1 く 1 と な 
っ て し まう か ら ). 
と ころ で , zz 個 の 正 数 212 ヵ 』j。 の 2。 の 3。 > の 
を 考え る と , それ ら の 積 が 
(22 ヵ ri) の 3 oo の カー の 1 の 2 の 8" の の ヵ ー1 
で ある こと か ら 。 仮定 (*) に より 


の の mm 十 の 十 48 十 …… ロン デー // 還 CCCCCK ⑨) 
が 成り た つ 
一 方 ( 1 ) で 証明 し た 結果 を 用 いて 
呈 十 の mm 生 1 十 216 ぁ m イ ーー 0 "7TT ③⑧③ 講 ① に 注意 


が 成り た つの で ,②, ③ よ り 
本 十 の 2 十 の ga 十 …… 十 2 ヵ 十 の ヵ ュ 且 7 十 1 
が 導 か れる . 
一 方 , ( 1 ) を 用 いれ ば , % 三 2 の と き , (*) が 成り 
立つ こと は , 明らか . 
よっ て , 数 学 的 帰納 法 に より , 証明 すべ き 命 題 が 
示さ れ た . 時 


738 SD22i 人 G 呈 主 | 


B. ら 3 一 ーー 


み ー2 お よ び 尊 化 式 


TORITSEGEUSOEBYSRRSESREOOCDCGGHRtEASS 


32zn 十 2g。 王 5 ( 三 1。 2。 …… ) it ① 
を 満た す 数 列 {2。} の 一 般 項 を 求め よ . 


gnー カ g ヵ 十 g 型 の 河 化 式 で す . SW デ A2.8IL 
了 還 ① は 次 の よう に 書き な お せる . 


の ーー の CO つつ (の ②) 
IS [ 注 ] 通 gmー ュ ーー 今 (gaー1) 3 ③ 
が , すべ て の z テ 1。 2,。 3。…… に つい て 成立 
する こと か ら , 
(1) は 公 比 一 信 の 等 比 数 列 を な す . 
gi 一 2 馬 PA ユー②-1)( 一 全 ) 
り 】 カー1 
<=(- 
[ 注 ] か ら ⑨ を 導く に は , ② が 
amーgーー 信 (のみ ー の 32 ④ 
と 同値 と な る よう に o を 定め れ ば よい . 
④ を 展開 し て 整理 する と 
の ーー の 二 9 [OO ⑤ 
と な る か ら , ②③ と ⑤ を 比較 し て 
5_5 ES 
3. で 3 科 末 
を 得る . 
また 次 の よう に し て も よい 。 に お いて の ロー の ーー の と お く 必 
ヶ ーー 人 e+ 計 1 7 ニー 計 王 ま 旧 2 で PL ニー Coo2CCCL ⑥ 


と な る . この 式 は eg 三 1 と する と 成立 する . そこ で ⑨ー⑯ を 作る と 
③ を 得る . 
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BB. らら 4 - 


3 つの 水 溢 A, B,C に 水 が そ れ ぞ れ 1 7, 2 7。 27 入っ て 
いる . は じ め に A と B の 間 で 水 を や り 取 り し て A と B を 同 
じ 水 量 に し , 次 に B と C の 間 で 同様 の 操作 を し , さら に C と 
A の 間 で 同様 の 操作 を する . 以下 これ を 繰り 返す と き z 回 

KO や DK りう り BMN が GE 彰人 


0 mime ドー ーーー 


EDDIESESSSSORNGS055ESRESS00SWNNSS 


[アプ ロー チ 了 > A と B の 間 で や り 取り し た あと の A, B の 水量 は その と 
き 関 与 し な い C の 水量 で 決ま り ま す . 


2 回 目 の や り 取り に 関与 し な か っ た 水 濱 の 水 
量 を zx(/) と する と , や り 取 り の あっ た 2 つの 水 演 


の 水量 は と も に 
っ っ 生 の = 水量 の 合計 は 
1+2 二 257 
0 の = 二 お 2 つき 
ー 5 一 の ヵ 
の ヵ + ュ 一 2 


が 成立 する . これ を 次 の よう に 変形 する . 


の z+1 3 2 の ヵ 3 
Si 


"(が で 9 


ーー2 で あっ た か ら 


電電 細っ 請 ニー 
= すす 5 ) ( ゅ 1。 2 ) 
を 得る 
[ 注 ] この と き 
5 一 _5 人 当 
2 き まこ SO GMR 


で ある か ら , 3 つの 水槽 の 水量 は 
3 s し 35) の す -- が の す 和 (に 7 の 
で ある 。. 


これ ら の 水量 が 水滴 A, B、C の どれ に 当る か は , z を 3 で 割っ た 
と き の 剰 余 で 決ま る . 


7 タ 2 の 3$2 数 列 


に 1 「 コ 己 馬 SN 所 20RIEHN2NESSEURAONINBRSOEOERNPSNNSRSESSOSNRORO2SRERRR3RRSNMSSESSSRSRSRMSY 
ロ 


人 esses ① 
の xn 三 2g。 十 (一 3)7 ( 三 1。 2。 3。…… 中 哲 8 の ②) 
で 定め られ る 数 列 {2 の 一 般 項 Z。 を 次 の お の お の の 方 法 
で 求め よ . 


Q) 多め ( ヵ ー1 2 3 ……) と お き , (2J に つい て の 


汐 化 式 を た て る . 

(2②) ww ん (一 3)" ( : 定数 ) と いう 形 の 数 列 {e) で , 
@nー2@ 十 (一 3)” を 満足 する も の を 見 つけ , 数 列 
{2z 一 gw) に つい て の 潤 化 式 を た て る . 


ECCIY 富 03IOIPCDRERREPnRGTES2SERSGSRS2E3 5 7 NRNNNVIRDRSSORSSRIRNUWOONRGIARHSNEGRSIORNE3SSBSISDRRGONO5D 


A2.8 加 解法 1 億 ( 1 ) づ の 両辺 を 27"! で 割る と , 
(Zzz ロー の 十 の (2) 語 3 Wz 夫 
の 形 に 帰着 きせる) 8nー が = テー す ) (= 2 3 < こ マ ) 


ゆえ に , zz 全 2 と する と 


en 計 (- り --- り 


ヵ ー1 の と きも 正しい ムー と ーー 


A2.8 和 解法 論 (2) みみ = ん (一 3)7 (2 ニ 1。 2。 3。 …… ) が 
(等 比 数 列 に 帰着 さ の niー ク の (OU2 証 5 議 :07 ⑨ 
せる ) を 満足 する た め の 条件 は , 
を (3 中 =2・ た (一 37 十 (9) 
を ニー1/5 と な る こと で ある . 
この と き , ②-ー②⑧′ を 作る と 


の ロー の ュー2(2。ー の ) (z 三 1。 2。 3。…… ) 
と な る の で , 数 列 {2。ーg) は , 公 比 2 の 等 比 数 列 を 
な し て いる 。 … gg 一 本 2 に (2 スー ム の) 


の 王 w 十 2 に (る カーム) 
5 上 に 7 ガー1 ー す ) 
ーー 語 (-9"+20-(3- ミ 
ー 一 (8)" 二 12・2* つ 
5 


革 ヨ て 9 テー の と お き , {c) の 手 化 式 を 作る 方 針 も ゃ ある.(A 2.8II) 
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日 . ニー 如 2 2 
| 0 トー ① 
ー 2 の x- ュ サエ 人 の) 61 | 庫 SON 生 に ーー っ 
クーラ の 4 (Z の わ 4。 ) の ② 
に よっ て 定め られ る 数 列 {2} が ある . 
ニー 99z 計 1 we 5 
0 ニー (1 2 3 ) で 定め られ る 数 列 


(%』J の 潤 化 式 を 作り , を 求め よ . 
(2) ①) の 結果 を 利用 し て , 2, を 求め よ . 


SDNRRNESHARSODBUHR 和 EBESTERSERGTEMSRRSREHRORZRDKBRS3RNNRIOMMRSNSIDSNNDNI5ESCRNNSREM2SSSHRIRNRNSRSSSIAROIGEGRIGREGCNEGSS 
(1 ) % 生 2 の と き 。⑨② よ り 
に 22 ヵ - ュ 十 1 に 
3gxー1 "3ga ュ 二 4 3gaaー1 1 
7 gg 填 1 22 起 jEU 5(gz コ 二 1) 5 


32 ヵ - ュ 十 4 1 


が 成り 立つ の で ,。 {2 は , 公 比 1/5 の 等 比 数 列 で あ 
る . また ① よ り ム = テ 1 だ か ら 
の 三 (0⑪/502 二 58 


の が ァ 
(2 ) PP 9 は を 2。 に つい て 解く と 


_ 5+1 
プー 835 コー 


[ 注 ] 一 般 に , 漂 化 式 ーー て (か , の 7, S は が 一 の / キ 0 の 定 


ヵ 王 カ ヵ - ュ 十 の が の ヵ ー 
数 ) を 解く こと は , 連立 汰 化 式 隊 IA AE で と し 


三 7 アー ュ 十 S の ヵ ー1 
た が っ て また 。 和 有 列 ( ? 7 ) の 乗 を 計算 する こと と 密接 な 関連 を 
も っ て いる . 本 間 (1) の 置換 も , 行列 の 理論 に 基 い て いる . この 理論 を 
理解 する に は 数 学 C で 学ぶ 行列 の 理論 に つい て の 進ん だ 知識 が 不可 欠 


で ある . し た が っ て ここ で は , 天下 り 的 に , 置換 の テク ニッ ク を 紹介 
する に と ど め よう . 


ニー が 十 9 喧 ーー が 3 
7 一 当 。 が 異な る 2 根 7 一 の 9 を も つと き 。 ニブ ーー と お く 
と , {2} が 等 比 数 列 に な る . 


ィ 7 ダク S2 舞 20 久 | 


新 化 式 
2 20 :(e 二 UN ニコ ーー ① 
3 3 
を 考え る . 
(1) ① が 
の zr2 一 の の が ュー の (の ロー カ 220 (000 の ②) 


と 同値 に な る よう な 数 ヵ 2 を 2 組 求め よ . 
机 5 と 2 OO が 0000 OO 
(1) ① と ② を 比較 し ます . (2) 2 組 の ( ヵ ?) を 利用 し 
ます . 


(1) ② は 


gz+2 王 (の 十 9) の ュー 7 の ーー ③⑨③ 
と 書き 直せ る . ① と ③ の 係数 を 比較 し て 
ぁみ 9 は 2 次 方 程 式 の 一 信 。 女 ニー 
の 1 
デー 坊 一 評 三 0 
3 3 … ( ヵ の) 三 (- ぁ 1) 6 ー す ) 
の 2 根 . 
(2) ⑰ の =(- あ 1) と する と @ は 
王寺 含 の 多 2s 十 二 maー の en + す の 
2 と な る か ら 
ュー テム 1 1 
の mn 十 計 の の 三 の 二 の 王 1 GOOO ロ ④ 
( ぬ の =(1, 一 言 ) と する と @ は 
王 の z ロ ー の ヵ 雪 の ヵ +2 一 の ヵ +1 王 ー 計 (の mnー の ) 
どら 33 く 旨 必 
8 と な る か ら 
Ca デー で Cz カー1 1 
3 か / 半 BP6 人 9NNSCTNAYaWT あ 


④, ⑤ よ ょ り の z+1 を 消去 し て 


ー 邊 (が ] 


を 得る . 
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ET 


で 定まる 数 g。 (% 三 1 2。 3。 ……) を 既 約 分 数 人 で 表す . 


(1) 5 の +1 を カカ の ヵ で 表せ . 
(2) 9z を 求め よ . 


ーーSCSTCNNcaPYESLosSPTN0E5S9G55332 和 HEREES5OSSKSt5mSTYGYCOearCo て | 


(1) gm を g。 で 表し ます 。(2) GS" B.227 


解答 の za ュー = 王国 の 3 
呈 ( 1 ) の ヵ +1 2 1 十 2 ヵ か 十 の z 


こと こと で, か と の , は 1 以外 の 公約 数 を も た な い の で , e は 既 約 
の z ュ ー の 7 の ① の ューp 十 9 の 。 …… ⑨② の ヵ 
(2 ) ①, @ よ ょ より ・ 
の z+2 王 の mm 十 の ュー の 1 十 の z 
これ を 
の x+2 一 @ の xn 王 が (の z ュ ーg の 2) の … ③ 講 g 寺 8=1, 
と 書き 直す . た だ し g り ニー1 
〒 と F よ い 。 
ce 


この と き ③ か ら , 
E キ 75 上 
の ヵ +1 ーー) (%-* する) 孝 複 号 同 順 
の za1 を 消去 し 。 みみ テ 1, の 2 三 2 を 用 いる と 


ーー 
を 得る . 


7 タ 2 3$2 数 列 


洒 化 式 
み ー あ の に / どー (z 三 1, の 記 eie ) 
を 考え る . 


介 四 0 の 2 款 0 (z 三 1。 2。 …… ) を 示せ . 
2) 上 必 三 Gos'W (0<%<) GS くり 2 お を 
求め よ . 


ESS3CSE=E3REaSCRKYRC0SKSCS2230HSSESCSNREARCBSNCRSYSGYS 3926 だ 222REEONNARNONNNKE コ 


(1) 数 学 的 帰納 法 を 用 いま す . (⑫ cos*2ー 1 
と いう 公式 が あり ます (数 学 I)、 図形 を 描い て 証明 で きま す . 
(1) 0<Z: く 1 が 成立 する と き 


0 くく 1 

また 0 くく 1 で ある か ら , 数 学 的 帰納 法 に より , 
0 くみ く 1 (z テ 1。 2。 …… ) 

が 成立 する . 岬 

( 2 ) まず (1) にょ より 


の 一 COS の , (0< みく 


な る が 存在 する . 特に 内 で ある . 


ご の と き 。 
cos の ュー / ここ ーー 三 cos 人 
0< 交 < 


2 
で ある か ら の ロー テ の と な り , 
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た が い に 外 接する 2 円 C, 
O が 共通 接線 / の 同じ 側 に あ 
の KG る 上 区 | の よう! 

C,。 Co。 / に 接する 円 を 
C。 避 。/ に 接する 円 を 5, 
(の の (3 成 3 回し (に 
と する と き , 円 の 半径 ヶ み 
を , 円 C の 半径 と 円 G の 半 
径 % と 2 と で 表せ . 


SMBC 


RT の NNWC332S9 


右 図 の よう に , 半径 ヶ 。 7( ヶ > の 7) の 2 円 が 
外 接 し て いる と き , 共通 接線 の 接点 問 の 距離 を と 
OCS 

人 AB ニテ ァ オ 7" 


AH ニ = テニ AM 一 BN テ ァ ー の /" 
en ぐい 
ーッ メ ( ヶ 二 ァ 7ー( ァ ー ァ 2 ニー2/ グ ン 人 
し た が っ て , 右 下 図 に お いて , 2 
PPz デ PP。」 十 PP」 M ・ デーN 


Y パ 大 ュ 十 7777m ュ 2 
が 成り 立つ . 両辺 を yz ュ で 割る と 


= 
yp 


初 頂 デニ 公差 の 等 差 数 列 と な り 


15 Pa ュ ュ P。 / 


| 
ん 7 y 玉 


(人 ! 7 
な ( 雲 の 9 応 ) (/ 十 z/7)* 


7 ダ 26 $2 議 数 別 


に 時 ーー 91 ERORSRSSSSSYNSWOIENTE5OSESEEIDROEREESSG25 
数 列 {2。} の 初 項 か ら 第 ヵ 項 まで の 和 S。 が 


ROSS NSRSRRENIRR 


S。= テ (の の ) (z 三 1 の 人 ala ) ロ DGSOCCOO ① 
を 満た す と き , {2。) は 等 差 数 列 で ある こと を 示せ . 


等 差 数 列 の 和 が ① で 与え られ る こと は 有名 で す . 本 問 は 
その 逆 に あたり ます . {2。} が 等 差 数 列 と な る た め の 条 件 は 
の ロー の 。 が 2 に よら な い 定 数 と な る こと , すなわち 
の z+2 一 の ヵ + ェ ュー の ヵ + ュ ー の ん 
6za2 一 2 十 の ー0 
で す 。 


eS 85 。( 二 1 20 sin ) 
で ある か ら , ① よ り 


の ヵ +1 の gi の 1) の g gz) 


エー 2 の z+ ュ 一 > の 十 5 の ュ 
(一 1)2 ヵ ュー 22 ヶ ー の Sei: なる (の ②) 
ここ で ヶ z を z 十 1 で 置き 換え る と , 
2 の za2 王 (2 十 1025 ョ ー ム の ーー 0 で の or 憲 ③ 


と な る か ら , ③-ー② を 作っ て 
2 の xr 一 (2 一 1)2 ュ (2 十 1)24 ュ ー 22 ヵ 
の xr 一 22 ヵ m 十 の 王 0 (21。 2。 …… ) 
を 得る . よっ て {2} は 等 差 教 列 で ある . 自 


[ 注 ] g の 2 一 ーー の と お き 
gg の 十 (一 1) の (z 三 2, 35 つら ) CHGO2O ロ ④ 
が 成立 する こと を 数 学 的 帰納 法 を 用 いて ② か ら 示 すこ と も で きる 。. 
④ は z 三 2 の と き 明 ら か に 成立 し , また ④ を ② に 代入 する と 
の ュー の 十 2 の 
と な る . 


$2 B 篇 (演習 問題 ) 。 72Z 


BE NE 人 


B. 88 一 - 

自然 数 ぁ 一 1。2。3, …… に 対し て , (2ー73)" と いう 形 

の 数 を 考え る . これ ら の 数 は いずれ も 適当 な 自然 数 が 存 
在 し て 7 娘 一 7 一 1 と いう 表示 を 持つ こと を 示せ . 


EER で あき 補 35ERENEK2RREHRESSSSS2E お 253SXRECSS3RG255SISRHSBSSBR6S 


各 z に 対し , (2 一 73)" が 
(2-73)"= ニ ゥ ー ム 73 
| の ヵ 。 の, は 。 の / 三 3/ 十 1 を 満た す 自 然 数 
の 形 に 表 さ れる こと を 数 学 的 帰納 法 で 示す . 
2 三 1 の と き , ム デ 2, 1 と すれ ば よい 、. 
確か に , g" 王 3 の" 十 1 で ある 
三 / の と き 正 し いと 仮定 する . すなわち 。, 
(2 一 737ー ゥ 一 3。  g/ 王 8 が / 十 1 
な る 自然 数 2。 の が 存在 する , と 仮定 する . 
と の と き (2--73) 定 ー(2ー78)2 ニ 73)7 
ーー(2-73)(zz 一 が 7 3 ) 
三 (2g, 寺 35) 一 (2, 圭 26 り 7 3 
より , 2』 デ 22, 十 3 の /。 ュー6/ 十 2 の , と お く と 
の 7+15 の 51 は (2-73) サ ーー2/ ュ ー ア 3 の 
を 満た す 自 然 数 で あり , また 
2 ロー3 の デー(22/ 填 95) 一 3(Z, 寺 25/)* 
ーg〆ー35〆 三 1 
より ,。 ga アー3 の 7 十 1 の 成り 立つ こと が わか る 。. 
これ で すべ て の z に 対し , 
(2-/3)" ニ ムー が 7 3 。 2 アー32/ 十 1 
を 満た す 自 然 数 ヵ 。 め , の 存在 が わか っ た . 
これ より , 三 gz" と お け ば 
2-73"=ー7 ユ 
と いう 表示 の 成り 立つ こと が わか る . 時 


[ 注 ] (2-/3)"= ニ 2 ゥ zー/3 (2 は 自然 数 ) と いう 表示 に 対し , 
実は (2 十 Y3)"ー ニ gz 十 73 (/3 を 一 "3 で お きか えた 式 ) が 成り 
2 うつ で れれ か が ら 
g デ ー36/ テ (2 十 な 7 3 (2 一 3 ) 
ー(2 二 3 )72 一 73 "(2 十 73 )(2 一 3 ) ニ 1 
すなわち , g〆ー3// 十 1 は た だ ち に だ 得 ら れる . 


728 3$2 数 列 


に 時 3 ーー ニニ ーー RSESE2E2ERE 
2 項 定理 を 用 いて , 次 の 各 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 
(1) の 1 コト T(: (1 ミ Z 全 ミ 一 1) 


2U60 eZ コ に 24S21 に (2 た ミュ 0 に 2 の US0 
(0 ミミ z の と き ) 
2 z し ァ 三 
(9 た (の epAS2 


(z 十 1 ミ ヶ ミ 22 の と き ) 


生 た MKP22CSpVETGTSVSSYGGG3S で 33-taT RDRAM539PEONOGCESCNARUGS 


[| アプローチ > 「 大 学 へ の 数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ 」B.322 で 扱っ た 式 
で す . 1), (2) と も に , (1 十 )” の 形 を し た 多項式 の 係数 に 関す る 等 式 と 
考え ます . 


(1) 
2。6rz ニ (1+) 
三 (1 十 ヶ )・(1 十 r)" 
ァ ー1 
=1+z) x_iCy7 
カー1 7 一 1 
テコ C 之 7 十 (の 044 
7=0 7=0 
カー1 有 昌 72ー1 
1C 謗 ニー1 二 2 コテ 二 ヵ Cr-) ァ ” 十 ァ ツ 


ー1+ 史 Cg" ここ で , "の 係数 を 比べ て , 求め る 式 を 得る . 
2 
(2) Cgr= ニ TP 


(1 十 ? ヶ ) 人 (1 土 ヶ )7 
人 は た 十 / 三 ヶ =(%。C( タ Cg うり 
だ 0 ぉ 89 
を 満た す , ん 7 の ァ 
組 ( の すべ て ニー 2 4CarzC/z7 


に わた る 和 を 表 。 ここ で 。 ァ の 係数 を 比べ て 。 求め る 式 を 得る . 目 
す 。 た と えば 


2 (人 (の ck( の 0) 


ん +/ ニ 2 

ーーzCorzCs 
十 。CirzCi 
十 ぇ CsrzCo 


[ 注 ] 組合 せ の 個数 。C. に 関す る 他 の さま ざま な 公式 も 2 項 定理 を 
用 いて 示し て みよ う . 


$2 E 篇 (演習 問題 ) 7 の 
に 1 4 RESARSRNSR を き 誤 RFCSRSSE2EGGISK2PKN2 ま ECRKKZSGSECZSERSGS: 


12 
(> 一 入 ) を 良 開 し た と き , の 項 の 係数 , z' の 項 の 人 数 
を それ ぞ れ 求め よ . 


| アプローチ 二 項 定理 
(42 十 の " 王 23。Crg"-767 


に お いて ,。 アァ, ぁ ニ ー る 。 三 12 と 代入 し て み ま す . 


この 展開 式 の 一 般 項 は , ヶ 三 0, 1, 2,。 …… 較 の 
2 


gae( 一 人 三 ( 王 235@6 移 誰 7 


DDO ① 
で ある . 
これ が "の 項 と な る の は , 
以 詞 3 み 二 9 と ち じ で 。 ア 三 9 1 記 2mo ⑧ も し も ゃ , ヶ の 値 
の と き で ある 。. の 0N 語 上 還 2 
その 係数 は , ① の 係数 で ② と お いて に 0 
(DaCa ニ 8 テー ーー1760 0 9 


次 に 。① が z*' の 項 と な る の は ヶ が 
12 一 3 ヶ 三 4 を 満た す と き で ある が , そ の よう な ヶ の 
値 は 存在 し な い . よっ て , 展開 式 に お ける y* の 項 の 
係数 は 0 で ある . 
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日 . ら 幻 ーーーーーーー 
次 の 各 項 の 展開 式 に お いて , 指定 され た 係数 を 求め よ . 
(1) (2z 一 1)*(3z 十 5)5 の 7 の 係数 . 
⑫) Q① 土 5?) 王寺 7 上 ① 土 Z)) 二 …… 圭 (1 二 y)” の "の 係 
数 。 
[アプ ロー チ > (2) 2 項 係数 の 定義 を 直接 用 いる と , 求め る 係数 は 
3Cs 十 4Cs 十 …… 十 ヵ Cs 


と 表 さ れ ま す が , この 値 を 計算 する の は すこ し 面倒 で す . (2 だ 


な どの 公式 を 使う こと に な り ま す ). 与え られ た 式 が , 公 比 (1 十 ?) の 
等 比 数 列 で ある こと を 利用 し まし よう . 


( 1 ) (2z 一 17* の 展開 式 の 一 般 項 は 
4Cz(2z)7( 一 1)7 
(3z 十 5)? の 展開 式 の 一 般 項 は 
この 式 の s を ヶ 5( の 58022 リ jaDS 
と か いて は ダメ 。 ( ヶ テ 0, 1,。 …… 。4: 5 三 0。 1。…… 細 5) 
後 で , 上 の ヶ と で ある . これ か ら 
混乱 し て し まう 。 (5 ヶ 1)(3z ヶ 十 5) の 展開 式 の 一 般 項 は 
(0 あ 68GseO0N827 
これ が 7 の 項 と な る に は , 9 一 ( ヶ 十 5s) ニ 7, 
ヶ 十 s 三 2 
これ を 満た す ( ヶ , s) の 組 は 
( ヶ , s)(0, 2)。 (1, 1), (2, 0) 
これ に 対す る 係数 を 加え て , 
(一 1)92*3854Co・sC。 二 (一 1)*253454Ci・sCx 
十 ( 一 1)?2295594Cz・sC。 
ー243352.10 一 23345・4・5 十 2235・6 
三 108000 一 64800 十 5832 三 49032 


( 2 ) 与 式 は , 公 比 (1+z) の 等 比 数 列 の 和 で , 


50 よじ で 者 Q+)(Q オ 2"ー1] GTz)ー ロ エッ) 


算 し て いる が , ーー 1 
そう し て よい . よっ て , (1 寺 ヶ >) 全 「 の 展開 式 の >* の 係数 が 求め る 
(分 数 式 の 計算 も の で , 


で ある 。. 
。 Ce 王 壇 (gz( ヵ ー1(ー め ) 
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RSSRRIRGE BSEEREIJOS200MMEDESROI5SEOSR39EEFES5ZSB5EEcair33aaRs 


B. ら 36 一 
(1) 1 ツー1 は 末尾 に 連続 し て いく つの 0 を も つか . 
(2) 0.99" の 値 を 小数 点 以下 第 3 位 ま で (第 4 位 以下 は 切り 
す て て ) 求め よ . 


ERO2O326REOoDOA30 じ nana っ 


[アプ ロー チア 11 の ー(10 二 1)m。 0.99" 三 (1 一 0.01)"” と し て 2 項 定理 を 
用 いま す . 


(1 ) 1 パー1 三 Q⑪0 上 上 Wー ュ 
10W 十 joCi109 填 iooC210" 十 …… 
39202 十 iooCsz10? 十 ooCss10* 十 iopCss10 二 1 一 1 
に お いて , 
ioCe10* 三 ixCs10? 三 161700000, 
rooCss10* 三 joCz10* 王 495000, 
iooCse10 三 ooCi10 三 1000 
で ある か ら , 
11 0 一 110*(107 十 joCi105 十 …… 十 ooCee) 
十 162196000 
ー10*X( 正 整数 ) 十 162196000 
( 答 ) 3 個 
(2 ) 0.99"=1-0.01)" 
1 十 joCi( 一 0.01) 十 j。Cs( 一 0.01)* 
十 pCs( 一 0.01)* 十 忌 
た だ し , ア は 展開 の 第 5 項 以 下 で あっ て , 


| IsjpC4(0.017* 十 ioCa(0.017 二 …… 各 項 の 符号 を す 
NN 十 ieCo(0.01)" べ て 正 に 変え た . 
く GeCa キ …… 寺 iCro)(0.01)* る (0.01*>(0.01)7(Z>3) 
く 7 XioCsX10"『 人 Cs 放 joCz 
SO 放 7 XioCs 三 1764 く 10* 
と 評価 され る の で 
0.99" テ 1 一 0.1 十 0.0045 一 0.00012 十 ア 
三 0.904 十 (0.00038 十 忌 ) 


と まとめ た と き , 第 2 項 は , 小数 第 4 位 か ら 始 まる 
正 の 数 で ある . よっ て , 0.99" の 小数 第 3 位 ま で の 
値 は , 0.904 で ある . 
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(z 十 2 ヶ 一 ?)" の 展開 式 に お ける z?2?z の 係数 を , 2 項 定理 
ME 


GE 


SSRRSIRKSNSEPEHEdiS.20034DRSNENSA 税 NONENGRS 


[アプ ロー チ > まず , (z 十 22 一 5 を の 整 式 と みた と き の ァ gz* の 係数 
を 調べ る た め に , 2 一 を 定数 と みた て て 2 項 定理 を 適用 し ます 。 


(z 十 22 一 る)"ー 人 > 十 (22 一 る) 
と し て , 右辺 を 2 項 定理 で 展開 すれ ば , その 一 般 項 


は 2 項 定理 より 
852P2(27 三 5 | 1NIINN | ③① 
で ある か ら , xy*9?z の 項 は 6ー ヶ ー2 と お いて , 
872(27ー) 人 自身 8 用 目 株 ポ 有 3 ② 
の うち 含ま れる . 


さら に (2 一 る )* を 展開 し て 
っ CX2e- の ーeCo*2Cd2 の "パー タ 
TO ③ 
と する と , "の"z の 項 は 5 王 1 に 相当 する の で 
その 係数 =。C。・4Ci2( 一 1) 
15・4・8( 一 1) ニ テー480 


注意 (2 十 6 十 c)"ー{2 十 (2 十 c)F と 考え て , 同様 の 処理 を すれ ば 
22Jko0' 二 2 1(Orko0 三 2 423 90=9 
これ か ら , 
の "7 の *c に ? の 係数 王 。CC。 王 
を 得る . 別 の 表し 方 を すれ ば 
@" の 7c7 の 係数 = 


で ある 。. 
( ) の 中 が さら に 多く の 項 か ら な る 場合 に お いて も 同様 の 式 が 成立 
する . た と えば (2 十 p 十 c 寺 の )” の 展開 式 に お いて 


7! 
の の 7 と アク の 係数 = PPE 
が 成り 立つ . この よう な 命題 を , 多 項 定理 と よぶ . 


2! 
(z 一 7)!s!( ァ 一 5)! 


の PP (但し ヵ 寺 2 オケ ヶ テ ) 


( ヵ の 填 ? 十 ヶ 十 s 三 2) 
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B.E38B ーー 
SR 
Be 

[アプ ロー チ > 展開 の 一 般 項 の うち , > の べき が z5 と な っ て いる 項 を 

すべ て 集め ます . 


医 国 展開 式 の 一 般 項 は , 多 項 定理 より 前 問 の [ 和 ほ 意 
ヵ 十 9 十 ヶ 三 5 と し て , 2 項 定理 を 2 回 
2 5! 9+2 テ 7 使っ て も よい . 
の 0 つの 上 ? 


これ が る "の 項 と な る よう な か 


5 aa 
の 7 の 負 で な い 整 数 の 組 は zz! の 値 


の 十 9 十 ケー5 
ヵ 和 テ 0, 7 生 0。 7 生 0 0!4!1! 
の 整数 解 を 順に 探し て 求め ら 


れる が , それ は , 右 の 3 組 で 2121 
ある . 

展開 式 を 整理 すれ ば , z" の 項 
の 係数 は , この 3 組 の 係数 の 和 
と な る か ら , 


y" の 係数 三 5 十 30 十 10 三 45 


5! 
21O3 還 


[ 注 ] 2 項 定理 に お ける パス カル の 三角 形 に 相当 する も の を , 
(1 二 ァ 二 z97 に 対し て 考え る と , 
1 
本 
呈 8 の 
1 孤 3 感 6 主 / 引 0 時 3 記 I 
1 4 1016191610 4 1 
1 5 1530 4551453015 5 1 
と な る . (左上 , 真 上 , 右上 の 3 項 の 和 を 書い て ゆく . 空欄 は 0 と みな 
0 
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epos 
調和 数 列 


数 列 {2Z。) に お いて , その 逆数 が 等 差 数 列 を な し て いる と 
き , {g。) は 調和 数 列 を な す と いい ます . こ の こと ば の 由来 を 
説明 し まし ょ う . 

バロック 時 代 の 作曲 家 A, ヴィ ヴァ ルディ の 有名 な 協奏 
曲 「 調 和 の 幻想 」 が 正しく は 「 和 声 の 試み 」 と 訳 さ れる よう 
に 。 調和 (harmony) と いう こと ば は ,。 複数 の 音 が 響き あっ 
て 協和 音 を 形成 し て いる こと を 意味 し て いま す . 

合奏 や 合唱 で 経験 きれ る よう に , 複数 の 異な る 音程 の 音 
が 同時 に 奏で られ た と き に それ ら が 混じり 合っ て 美しい 響 
き が 生ま れる , と いう 不思議 な 現象 が あり ます . 音 の 重なり 
は , 数 学 的 に は , 波 三 周期 関数 の 和 で あり それ ぞ れ の 周期 
( 三 音程 ) の 間 に 特定 の 関係 が ある と き , 重なり あっ て きれ 
いな 音 の 波 が で る 一 一 これ が 和音 の 基本 原理 で す . 

和音 の も つ 神 秘 に 最初 に 注目 し た の は , ピュ タゴ ラー ス 
学派 の 人 々 で し た . 彼 等 は 。 同じ 張力 で 張っ た 弦 に お いて , 
弦 の 長き さ の 変化 に 対応 し て 音程 が どの よう に 変化 する か を 
調べ た の で す 。 そ し て 。, 弦 


の 08 7102 の の の な ーーーー ニ ーー 
弦 の 音 は , 互い に よく 故 ] 
き あ うこ と と, さらに, その  ^ 2 
間 に 2/3 の 弦 を 挿入 し て 


も , 美しい 和音 が 作ら れ 


比 1/2。 1/, 1/c が 等 差 数 急 - 


列 を な す と き , 和音 を 作 

り 出 す , と いう 根本 法則 を 発見 し た と 伝え られ て いま す . ピ 
ュ タ ゴ ラ ー ス 学派 の 人 々 は , この 発見 を も と に , 音階 の 理論 
を 作り まし た . 今 日 , と これ を ピュ タゴ ラー ス 音 階 と いい ます . 
た だ し , この 音階 は あま り に 複雑 で ある た め に , 今日 で 
は , ピア ノ な どの 近代 的 な 鍵盤 楽器 の た め に 作ら れ た 音 
(平均 律 ) が 標準 的 に な っ て いま す . 
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1183 平 面 幾 何 


キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 
基本 的 な 定理 
中 点 連 結 定理 , 三平 方 (ピタ ゴラス ) の 定理 
円 周 角 の 定理 , 接 弦 定理 


| | チェ バ の 定理 と その 逆 | 


ーー | メ ネ ラ ウス の 定理 と その 逆 | 


ン ッ 
内 心 。 外 心 。 垂 心 


| カ べ き の 宇 ーー | カ べ き , 栓 


図形 の 変換 
ーー | 人 同和 換 ーー 平行 移動 , 回 転移 動 , 対称 移動 


ーー | 相似 変換 | 中 心 を も つ 相 人 変換 


756 $3 平面 幾 何 


AS.1 基本 的 な 定 埋 邊 


ここ で は 。 中 学校 に お いて 学ん だ 平面 幾何 の いく つか の 定理 
を 思い 出す 。 


I. 三角 形 の 合同 と 相似 


[定理 1 ] (合同 条件 ) 
次 の 3 条件 1 ) て 損 ) の どれ か が 成り 立て ば , 2 つの 三 
角形 は 合同 で ある . 
i) 3 辺 が それ ぞ れ 等 し い 
ii) 2 辺 と その 間 の 角 が それ ぞ れ 等 し い 
岳 ) 1 辺 と その 両端 の 角 が それ ぞ れ 等 し い 
特に , 2 つの 直角 三角 形 は 
ivy) 斜 辺 と 1 つの 鋭角 が それ ぞ れ 等 し い 
yY) 斜 辺 と 他 の 1 辺 が それ ぞ れ 等 し い 
の いずれ か が 成り 立つ と き , 合同 で ある . 


[定理 2 ] (相似 条件 ) 
次 の 3 条件 1 )> 損 ) の どれ か が 成り 立て ば , 2 つの 三 
角形 は 相似 で ある . 
i) 3 組 の 辺 の 比 が すべ て 等 し い 
ii) 2 組 の 辺 の 比 と その 間 の 角 が それ ぞ れ 等 し い 
操 ) 2 組 の 角 が それ ぞ れ 等 し い 


IT. 平行 線 と 線 分 の 比 


A [定理 3 ] へ ABC の 辺 AB, AC 上 に 
それ ぞ れ 点 D。E が ある と き , 
出 | DE ク ZBC な ら ば 


AD : ABー ニ AE : AC= ニ DE : BC 
[2] AD:AB=AE:AC な ら ば 
C DE/ ク BC 
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次 の 定理 は , 定理 3 の 特別 な 場合 で ある . 


[定理 4] (中 点 連 結 定理 ) 
へ ABC の 辺 AB, AC の 中 点 を 
それ ぞ れ M, N と する と き , 


MN/BC か っ MN= テ BC 


[定理 5] (三角 形 の 重心 ) 

AABC の 辺 BC。 CA, AB の 中 
点 を それ ぞ れ L, M,N と する と 
き 。3 本 の 中 線 AL, BM。 CN は 1 
点 で 交わ り , この 点 は 各 中 線 を 2 ・1 
に 内 分 する . こ の 点 を へ ABC の 重 
心 と いい 。G と 表す と き 
AGGD 三 BG :GM 

二 @⑳626N 王 の 


LINKd 証明 gp B.301 


臣 . 三平 方 の 定理 (ピタ ゴラス の 定理 ) 
[定理 6] (ピタ ゴラス 
<Pythagoras> の 定理 ) 
ZC が 直角 で ある 直角 三角 形 ABC の 
3 辺 の 長 さ を 
BC テ 2, CA テム 5。 ABーc 
(8 有 る (2 c 
の 十 ゲ ーーc* 
送 に , へ ABC の 3 辺 の 長 さ (1) に 対し B 
て , (2 が 成り 立つ な ら ば へ ABC に お い 
で 。 6 は 直角 で ある 。 
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IV. 円 周 角 


[定理 7 ] (円 周 角 の 定理 ) 
円 に お いて 1 つの 弧 に 対す る 円 周 角 


P は 。 その 弧 に 対す る 中 心 角 の 訪 で あ 


2 
また , 同じ 弧 に 対す る 円 周 角 は すべ 


Q 
iG 等 I レ 5 
と いい つま り , 左 図 に お いて 
A B 


ZAPB ニ テン AOB (0 は 円 の 中 心 ) 
ノン APBー ン AQB 


[定理 8 ( 接 弦 定理 ) 
直線 ST が A に お いて 円 と 接し て い 
る と き , A を 一 端 と する 弦 AB と ST 


eo) 


の つく る 角 は 弧 AB の 円 周 角 に 等 し 
の 語 ES 
+ ン BAT ニ テン APB 
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公記 . 全 チェ バ の 定理 


中 学 の 幾何 の 範囲 を 越え た 考察 と し て , まず , 三角 形 の 各 頂 点 
か ら 対 辺 に 引い た 3 線 分 が 1 点 で 交わ る た め の 条 件 を 調べ よう . 


1. チェ バ の 定理 


[定理 9 | (チェ バ <Ceva> の 定理 ) A 
へ ABC の 3 辺 BC, CA, AB 上 に 
それ ぞ れ 点 P, Q,。 R が あり , 3 直線 
AP, BQ, CR が 1 点 で 交わ る と き R 
語ら ORG 


PC QA RB B 


[定理 10] (チェ バ の 定理 の 逆 ) 
ム へ ABC の 3 辺 BC。 CA, AB 上 に 
それ ぞ れ 点 P,。Q, R が あり , 


BP CQ AR 


ーー s 生 1 


E6 QA RB 
が 成り 立つ と き , 3 直線 AP, BQ, CR 
は 1 点 で 交わ る . 


2 
7 ュ さ 


1” 定理 9, 10 に お いて , 点 P, Q,R が 辺 
BC, CA, AB 上 に 限ら ちず, 2 点 だ けが 
辺 の 延長 上 に ある 場合 で も , 一 定 の 条件 
の も と で 同様 の 事実 が 成立 する . これ ら B Sa C 
を 一 般 に , チェ バ の 定理 お よび その 逆 と NN 


呼ぶ 。 Q 


ML 


証明 B.304 
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TL. 三角 形 の 内 心 ・ 外 心 ・ 垂 必 
中 学校 で 学ん だ 三角 形 の 外 接 円 の 中 心 は 外 心 と いう . 外 心 
や , 上 で 学ん だ 重心 以外 に も , 三角 形 の 重要 な 特殊 な 点 と し て 
内 心 , 垂 心 が あ る . 


[定理 11] 
へ ABC の 3 つの 頂 角 の 2 等 分 線 は 1 


2 ル LISA 証明 mg B.305 (2) 


1” この 交点 を へ ABC の 内 心 と いい ,。 { と 
表す こと が 多い . 
内 心 1 は 各 頂 角 の 2 等 分 線上 に ある か ら 3 
辺 BC。CA, AB か ら 等 距離 に ある . し た が 
っ て , 1 を 中 心 と し , 3 辺 に 接する 円 が 存在 
する . この 円 を へ ABC の 内 接 円 と いう . 


[定理 12] 
へ ABC の 3 つの 頂点 か ら 対 辺 に 下 し 


た 垂 線 は 1 点 で 交わ る . 


2 の イド 証明 gz B.306G) 


2” この 交点 を へ ABC の 垂 心 と いい , 量 と 
表す こと が 多い . 


3” 定理 12 は 。 へ ABC が 鈍 角 三 角形 , 直角 三 
角形 で ある と き に も 成立 する . 

この 場合 , た と えば , 頂点 人 か ら 直 線 BC 

に 下 し た 垂 線 を , 「 頂 点 A か ら 対 辺 へ 下 し た 
垂 線 」 と 考え る こと に する . 
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[定理 13] 


へ ABC の 3 辺 の 垂直 2 等 分 線 
は 1 点 で 交わ る . 


2 光二 明 eg B.306② 


4*” この 交点 を へ ABC の 外 心 と いい , 
0 と 表す こと が 多い . 

外 心 O0 は 各 辺 の 垂直 2 等 分 線上 に ある 
か ら , 3 頂点 A, B, C か ら 等 距離 に あ 
る . し た が っ て , O を 中 心 と し , 3 頂点 を 
通る 円 が 存在 する . この 円 を へ ABC の 
外 接 円 と いう . 


A 
RT 2 


AS. メ ネ ラ ウス の 定理 四 


三角 形 の 3 辺 ま た は その 延長 上 に ある 3 点 が 1 直線 上 に ある 
た め の 条 件 を 調べ よう . 


[定理 14] ( メ ネ ラ ウス <Menelaus> の 定理 ) 
ム へ ABC と , 3 頂点 A,B, C の ぃ ずれ を 
も 通ら な い 直 線 7 が 辺 BC。CA, AB また 
は その 延長 と それ ぞ れ 点 P。Q, R で 交わ 
る と き 
BP CQ AR_ 


こち 1 


B 人 OAIRB 較 
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1? 3 頂点 A, B,C を 通ら な い 直 線 7 は へ 
ABC の 内 部 を 通る と き , 2 辺 と 交わ っ て , 残 
り の 辺 と 交わ ら な い . 

また , それ 以外 の と き に は 3 辺 の いずれ と 
も 交わ ら な い . 


[定理 15] ( メ ネ ラ ウス の 定理 の 逆 ) 
へ ABC の 辺 BC, CA, AB また は そ 
の 延長 上 に それ ぞ れ 点 P, Q,。 R が あり , 
これ ら 3 点 の うち 1 点 だ け 。 ま た は 3 点 
が 辺 の 延長 上 に あっ て , 
BP CQ_ AR_ 


EC 'QA RB ~ 
が 成り 立つ と き , 3 点 P, Q, R は 1 直線 
上 に ある 。 


(2 
2 


HI 


証明 Cg B.308 


2*" 定理 15 に お いて , 「 こ の 3 点 の うち 1 点 だ 
け ま た は 3 点 が 辺 の 延長 上 に あっ て 」 の 部 分 
を 省く こと は で き な い こと を 例 に よっ て 示し 
(Se2 仁 
た と えば , P, Q, R が 辺 BC, CA, AB の 中 
点 で ある と き , 明らか に (*) が 成り 立っ て いる 
が , P,Q,R は 1 直線 上 に な い 、. 
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AS.⑳ 軌 跡 邊 


I. 軌 中 
平面 上 の 点 に つい て の 条件 ヵ を 満た す 点 全体 の 作る 集合 
(図形 ) を 条件 ヵ を 満た す 点 の 軌跡 と いう . た と えば , 
⑪) 
(1) 点 O か ら の 距離 が ヶ で ある 点 の 軌跡 は 
中 心 0, 半径 ァ ヶ の 円 で ある . 


(2) 2 点 A, B か ら 等 距離 に ある 点 の 軌跡 


は , 線 分 AB の 垂直 2 等 分 線 で ある . 欠 
B 
A 


(3) 2 点 A, B の それ ぞ れ を 通り , 直交 す 
る 2 直線 の 交点 の 軌跡 は , AB を 直径 と 
する 円 で ある . (3③) 


以上 の 事実 は , 中 学校 で 学ん だ . 

ある 条件 ヵ を 満た す 点 の 軌跡 を 求め る と いう こと は , 軌跡 
の 形状 が わか る よう に , 条件 ヵ と 同値 な , より 単純 な 表現 を 導 
きこ と ど で あ る 。 

し た が っ て , 条件 ヵ の 軌跡 が 図形 戸 と な る こと を 示す た め 
に は, 次 の (1I),(U の 両方 示す こと が 必要 で ある . 


| (1) 条件 の を 満た す 点 は すべ て , 図形 上 に ある . 
| 0D 図形 末 上 の 点 は すべ て 。 条件 の を 満た す 


例 と し て , (3) を 取り 上 げ よ う . すなわち , 
[ 例 ] 条件 み を 「2 点 A, B の それ ぞ れ を 通り , 直交 する 2 直線 
の 交点 で ある 」 と する と き 。, 
(I) 条件 ヵ を 満た す 点 は 。 AB を 直径 と する 円 上 に ある . 
(0 AB を 直径 と する 円 上 の 点 は , 条件 ヵ を 満た す 
の 両方 が 確か に 成り 立っ て いる . 
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上 の 1①) て (3) 以 外 の 代表 的 な 軌跡 に は 


(4) 2 定点 A, B と 定 角 々 が 与え られ た と 

き , APBー ゥ と な る 点 P の 軌跡 は , 線 分 

4 ば AB を 弦 と し , AB の 上 に 立つ 円 周 角 と し 
N て 角 々 を も つ 点 か ら 成 る 2 つの 弓形 の 弧 


で ある . 


(5) 2 定点 A, B と 2 つの 正 の 数 %。 
(キキ 2) が 与え られ た と き 。, 
PA : PBー7・ 2 
と な る 点 P の 軌跡 は 。 AB を : ヶ に 
内 分 お よび 外 分 する 点 C, D を 直径 の 
両端 と する 円 で ある .( こ の 円 を アポ ロ 
ニッ ウス <Apollonius> の 円 と いう . ) 
な ど が ある 。. 


TI. 方 べき の 定理 


【I」 T [定理 16] (方 べき の 定理 ) 
[I] 円 O の 外部 の 点 P か ら 点 で 接 
する 接線 と 。 2 点 A,。B で 交わ る 直 


線 を 引く と き , 
PA・PB= ニ PT? 
B [IL] 円 O の 内 部 の 点 P を 通る 2 直線 


の それ ぞ れ が , 円 0 と 2 点 A, B お 
8 が 5(C 1DDRG2S 2 の と 
PA・PB=PC・PD 


2 イド 証明 cg B.30 
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1” [T] に お いて , さら に 点 P を 通っ て 円 O と 2 点 C,。 D で 交わ 
る 直線 を 引く と き , 
PC・PD=(PT う =PA・PB 
が 成り 立つ こと も 明らか で ある . 


2” 定理 16 より , 点 P が 円 O の 外部 に あっ て も , 内 部 に あっ て も P 
か ら 円 O と 2 点 A, B で 交わ る 直線 を 引く と き , PA・PB の 値 は 
直線 の 引き 方 に よら ず に 一 定 で ある . 

点 P が 円 O の 外部 に ある と き に は この 値 (PA・PB) を 。 ま た 点 
P が 円 の 内 部 に ある と き に は この 値 の (一 1) 倍 , (PA・PB) を 
点 P か ら 円 O へ の 方 べき と いう . 

点 P が 円 O の 周 上 に ある と き に は , 方 べき の 値 を 0 と する . 


3 2 円 0, O0' へ の 方 べき が 等 し い 点 の 軌 
跡 を 2 円 0.O' の 根 軸 と いう . 

2 円 0,O' が 2 点 A,B で 交わ っ て い 

る と き , 直線 AB 上 の 点 P に つい て , PB 

が 2 円 の 外部 , 交点 上 。 共通 内 部 の ぃ ず ) 


ん 


れ に ある か に 応じ て , PA・PB, 0, 
ーPA・PB が 円 0,。 0' へ の 共通 の 方 べき 
と な る . B 

し た が っ て 根 軸 は 直線 AB で あぁ る. 

2 円 0, O' が 交わ ら な いと きも , 根 軸 
は 直線 00' に 垂直 で , 2 円 の 外部 に ある 
直線 と な る こと が 知ら れ て いる . 

この 直線 上 の 点 P の 円 0, O' へ の 方 ベ 
き は , P か ら 円 0, O' に 引い た 接線 の 長 
さき PT。PT' の 平 考 と 一 致す る か ら , 2 
円 0, 0' へ 引い た 接線 の 長き が 等 し ぃ 点 
の 軌跡 が 根 軸 で ある . 
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人 AA. 避 図形 の 変換 | 


1 . 


形 


が 


合同 変換 
中 学校 で 学ん だ 「 合 同 変換 」 と は , 形 と 大 き さ を 変え な い 図 
の 移動 で ある . 基本 的 な 「 合 同 変換 」 と し て 
平行 移動, 回 転移 動 , 対称 移動 
ある こと も 学ん で いる . これ ら に つい て 復習 し よう . 


() 平行 移動 
7 を 向き を も つ 直 線 と し , 2 を 正 数 と する . 
ンプ g / の 方 向 へ 距離 だ け の 平行 移動 と は , 点 P を 


7 

(P か ら P' へ の 向き と / の 向き が 等 し い ) 
PE/ 三 2 

を 満た す 点 P' に 移動 する こと で ある . 


(2) 回 転移 動 

点 O を 定点 , eg を 角 の 大 き さ と する . 
点 O を 中 心 と し て , 角 。 だ け の 回 転移 動 と は , 
NE を 

だ 

ン POP/ 三 ゥ Z 
を 満た す 点 P' に 移動 する こと で ある . 

こと で ,。 回 転 に は 2 つの 向き が あり , 左 回 り 
が 正 の 向き , 右 回 り が 負 の 向き で ある か ら , @ 
が 負 の 数 の 場合 も や ある こと に 注意 し よう . 


(3) 対称 移動 
7 を 与え られ た 直線 と する . 
直線 / を 軸 と する 対称 移動 と は , 点 P じ を 7 に 
関し て 対称 な 点 P「 つ まり 
NE 
PP' は 7 と 垂直 で ある . 
を 満た す 点 P' に 移動 する こと で ある . 


TT. 
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この 節 の 初め に 述べ た よう に だ 「 合 同 変換 」 を “ 形 と 大 き さ を 
変え な い 図 形 の 移動 ” と する こと は 感覚 的 に わか る と し て も , 
数 学 的 に 意味 づけ る こと は 難し い . また , その よう な 変換 が , 
平行 移動 , 回 転移 動 , 対称 移動 お よび それ ら の 組合 せ に 帰着 す 
る こと は 事実 で は ある が , その 証明 は や さ し く な い . そこ で 今 
後 は , 合同 変換 と は , 


平行 移動 , 回 転移 動 , 対称 移動 。 お よび 了 
これ らい くつ か を ひき 続い て 行う 移動 [平行 移動 ] 
で ある と 定義 する 立場 を と ろう . 
1* 図形 が の 平行 ・ 回 転 ・ 対 称 移動 と は 図形 アン 
万 に 属す る すべ て の 点 を 平行 ・ 回 転 ・ 対 称 か て 
移動 する こと で ある . ER 
図形 が 合同 変換 に よっ て , 図形 NN 
に うつ る と き , 対応 する 部 分 の 長 さ , 角 ーー 
お よび 面積 は 不変 で ある . 
[回 転移 動 ] 


2” 点 O に 関す る 点 対称 移動 は 点 O を 中 心 
と し て , 角 180' だ け の 回 転移 動 に 等 し 
い .。 


[対称 移動] 


相似 変換 
中 学校 で 学ん だ 「 相 似 変換 」 と は , 大 き さ は 変わ る か も し れ 
な い が 。 形 を 変え な い 図 形 の 変換 で ある . 最も 代表 的 な 「 相 似 
変換 」 と し て 

中 心 を も つ 相 似 変 換 
が あり , それ は 次 の 通り で ある . 
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(1) 中 心 を も つ 相 似 変換 
O を 中 心 と する 相似 比 4( を >0) の 相似 変換 と 
は RE を 
1 
OP′ と OP は つね に 同じ 向き で ある . …(*) 
を 満た す 点 P' に 移す 変換 で ある . 
(*) の 代り に 
OP′ と OP は つね に 逆 向 き で ある 
を 満た す 点 P' に 移す 変換 も ,。O を 中 心 と す 
る 相似 比 ん の 相似 変換 と いう こと も ある 。. 


いずれ か の 変換 に よっ て , 図形 末 が 図形 
が" に 移る と き , 戸 と 太 は O を 相似 の 中 心 と 
し て 相似 の 位置 に ある と いう . 


I と 同様 に 。 ここ で も 一 般 の 相似 変換 と は 


いく つか の 合同 変換 と 中 心 を も つ 相 似 
変換 を ひき 続い て 行う 変換 


で ある と 定義 し 直す こと に し よう . 


1” すべ て の 点 を それ 自身 に 移す 変換 は 恒 等 変 換 と いう . 

恒 等 変 換 は 距離 0 の 平行 移動 と も , 角 0" の 回 転移 動 と ち み な 
せる か ら 合 同 変換 で ある . また , 相似 比 1 の 相似 変換 と も みな し 
て も よい . 

同様 に , 合同 変換 は 相似 変換 の 特別 な も の と みな すこ と も で 


2o 二 Soz pt リー ニー ニラ 
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MDCTKKSRGOYE2ETRGN で SSceESP2C2 の 本 


へ ABC の 辺 BC, CA,。 AB の 中 点 を それ ぞ れ 
L, M, N と する と き 。, 3 本 の 中 線 AL,。 BM, CN 
は 1 点 で 交わ り , この 点 は 各 中 線 を 2 : 1 に 内 分 
0 SS 
| アプ ロー チ > BM と CN の 交点 と A を 結ぶ 直線 と BC と 
の 交点 が BC の 中 点 と 一 致す る こと を 示す と よい の で す . 
中 点 連結 定理 が 役に立ち ます . 


了 農園 2 本 の 中 線 BM と CN と の 交点 を G と し , 
AG の 延長 上 に 。 点 D を AG=GD 。 ……… ① N M 
と な る よう に と る . ン 衝 、 ハ 


へ ABD に お いて , AB, AD の 中 点 が N。G で あ 昌 、、 oo 
る か ら 中 点 連結 定理 より 


EGGSSTSNOMRGONVCNTRSSWNNNI 5 RS 


D 

NG= テ BD ssssqasee ⑨) 
NG/BD OO ③ 

が 成り 立つ . 

へ ADC に お いて , 同様 の 理由 か ら 

GM= テ DC こし に つこ ④ 
GM/DC の ⑤ 

が 成り 立つ . 

③, ⑤ よ ょ り 


GCZBD, BG/DC 
で ある か ら , 四辺 形 GBDC は 平行 四辺 形 で ある . き 2 組 の 対辺 が 平 
平行 四辺 形 の 対角線 は 互い に 他 を 二 等 分 する か ら , 行 で ある . 
GD は BC の 中 点 し を 通る . 結局 , 3 本 の 中 線 AL, 
BM, CN は 点 G( へ ABC の 重心 ) で 交わ る . 
また , 平行 四辺 形 の 対辺 の 長き は 等 し い の で 
BD=GC, DC=BG 
また , 上 で 説明 し た 通り , 
GL= テ GD 
で ある か ら , これ ら と ①, ②, ④ を 合わ せる と 
AG : GLーBG : GM= テ CG : GN=2 : 1 
と な る . 上 


7Z の 3$3 平面 何 
日 . う 30 ど TREE 2 に る デニ ニニ ーー ンコ に に 52 いい だ 


へ ABC の 辺 BC 上 に 点 D を 
と り 。 AD 上 に 点 世 を と る と き , 
へ ABE  BD 


2 内 GE DL 

これ を 証明 せよ . 
[底辺 が 等 し い 三 角形 の 面積 比 =[ 高 き の 比 ], 

[高き が 等 し い 三 角形 の 面積 比 =[ 底 辺 の 比 1 を 思い 出し ます . 


本 EE 


A B, C か ら 直 線 AD に 下 し た 垂 線 の 足 を それ 
ぞ れ 日, TI と する 。. 


へ ABE と へ ACE は 底辺 AE が 共通 だ か ら , 
面積 比 は 高 さ の 比 に 等 し い . つま り , 
クー AABE : へ ACE=BH:CIT 。 …… fe 
D C また , へ BHD と へ CID に お いて , 2 角 が 等 し い 
上 か ら 相 似 で あり , 
BH: =BD:CD 0 …… @) 
①, ⑨② を 結ぶ と 
AABE BH BD 


AGBI 評 の I 斉 ID 
が 成り 立つ . 


[ チ ェ バ (Ceva) 0 
へ ABC の 3 辺 BC。CA, AB 上 に それ ぞ れ 点 P, Q, R 
が あり , 3 直線 AP,。BQ, CR が 1 点 で 交わ る とき, 
BB 選 因 @⑨⑩ 上 NRN 


や 1 


PC QA RB 
OM 
[アフ ローチ B.302 を 利用 し て , 示す べき 式 の 左辺 を 面積 比 に 直す 
だ け で 済み ます . 
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3 直線 AP, BQ, CR の 交点 を S と する 。. 
へ ABS と へ CAS に 着目 する と, 
BP _ ム へ ABS  B.302 
PC へ CAS 
同様 に が 
CQ_ へ BCS AR_ACAS 
QA へ ABS' RB へ BCS 


これ ら 3 式 の 辺 々 を 掛け 合わ せ て K 6 
BP.CQ AR_」 邊 
折 9NDRK ん 
B E 


[チェ バ (Ceva) の 定理 の 逆 ] 
へ ABC の 3 辺 BC。 CA, AB 上 に それ ぞ れ 点 P。Q, R 
が あり , 


BP_CQ AR_」 
PC QA RB 


が 成り 立つ と き , 3 直線 AP。BQ, CR は 1 点 で 交わ る . 
0 っ 


SI まま 委 627OSNIERAESS PPTIODMT RADD ば 


320000DRM6GRGIESRYS2RS 芝 NSHRRTIGPPRTRRRSSRDNSSSKACRGR 


| アプ ロー チ > B.301 の 証明 と 似 た 議論 を し ます . 


BQ と CR の 交点 を S と し , AS と BC と の 
SEIE ら cd の 
AP'。BQ, CR は 1 点 S で 交わ っ て いる か ら , チ 

ェ バ の 定理 より , R 
BP'CQ AR 
86 QA RB 

この 式 と 与え られ た 式 か ら 
BP _BP 


DE⑨ 王 EZ⑨ 
これ より , P と P' は BC を 同じ 比 に 内 分 する か 
ら 。P と P' は 一 致す る . 結局 . AP,、BQ, CR は 1 
点 で 交わ る . 
[ 注 ] チェ バ の 定理 の 逆 を 適用 する と, 三角 形 の 3 中 線 が 1 点 で 交わ 
る こと (B.301) は 簡単 に わか る 


1 
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B.305 
次 の 1), (2) を 証明 せよ . 

1) へ ABC の ZA の 2 等 分 線 と 対辺 BC と の 交点 を D と 
5 の Oi き 


BD : DC ニ AB : AC 
(2) へ ABC の 3 215 の 2 So は 1 点 で 交わ る . 


RNNRNNGRRRNARSRGSSSSSSS 022RRNRSESNNRRINSRBOB5GGRSSRSSSRSE 


[アプ ロー チア (1) で は , B また は C を 通り 。 AD に 平行 な 直線 を 引い て 


考え ます . 

E 國 園 (1) C を 通り , AD に 平行 な 直線 と AB の 

延長 と の 交点 を と する と 
ag / ZACE= ン CAD (で 平行 線 の 錯 角 ) 
/ ZAEC= ニ ン BAD  ( ぐ 平 行 線 の 同位 角 ) 
/ ここ で , CAD ニ ン BAD で ある か ら 
/ ACE ニン AEC 
お で あり , へ ACE は 二 等 辺 三角 形 と な り 
AC=AE. 


A3.1 定理 3 和 よっ て 。 AD/CE を 考え 合わ せる と 
BD : DC=BA : A セ = ニーAB : AC. 自 


(2) へ ABC の ン A, ン B, ン C の 2 等 分 線 と 辺 
BC。CA。 AB と の 交点 を 順に D, E,F と する . 
(1) の 結果 より 
孝介 全 OE 還 BB の AR の 0 


AA 
DGG EANBP RBWB 
4 これ ら 3 式 の 辺 々 を 掛け 合わ せる と 
E BD CE AF AB BCCA _」 
と DC EA FEB CA AB BC 
B p C し た が っ て , チェ バ の 定理 の 逆 よ り , 3 つの 頂 角 


の 2 等 分 線 AD, BE, CF は 1 点 で 交わ る . 血 


[ 注 ] (①⑪) の 結果 は 
“三角 形 の 頂 角 の 二 等 分 線 は 対辺 を 隣 辺 比 に 内 分 する ” 
と 覚え て お く と 便利 . 


$3 B 篇 (演習 問題 ) 7Z3 
B.30B - 


次 の 1), (2) を 証明 せよ . 

1) AABC の 各 頂 点 か ら 対 辺 に 下 し た 3 つの 垂 線 は 1 点 で 交 
わる 。 

(2) へ ABC の 3 辺 の 垂直 2 等 分 線 は 1 点 で 交わ る . 


RNNRPIS3SNPGSRSROGNOOMRIARPRESNRGNRERGSEESWRENNS SR SGSRRSSSSIRSRSSIRSGSSSSRS 


(2) で は , 各 辺 の 中 点 を 頂点 と する 三角 形 に 着目 し ます . 


(1) A, B, C か ら 対 辺 BC, CA, AB に 下 
し た 垂 線 の 足 を 順に 1,J, K と し , BC= テ 2, CA= テ 5, 
ABーc と お く . 
へ ABI と へ CBK は いずれ も 直角 三角 形 で あり , 
ン B は 共通 だ か ら 
へ ABI の へ CBK 
AB : BI 三 CB : BK 
1 還 AB 2 


BK CB gz 


SS 


同様 に , 
(に BG 全 2 二 Ke 証 ( の 人 還 間 の 


GUP。 AAC・ が AU BA pg 
これ ら を まとめ て , 
BU OL ARK BI CU AG 2 0 
民 光 CR BK BT AIP の 
チェ バ の 定理 の 逆 よ り 3 つの 垂 線 Al。BJ, CK は 
1 点 で 交わ る . 自 


1 


(2) 辺 BC, CA, AB の 中 点 を 順に L, M, N と 
する . 
中 点 連 結 定理 より 
MN/ グ BC。 NL/ グ CA, LM/ グ AB 
で ある か ら , ム へ ABC の 3 辺 の 垂直 2 等 分 線 は 。 へ 
LMN の 各 頂 点 か ら 対辺 に 下 し た 3 つの 垂 線 と 一 致 
する . よっ て , (1) の 結果 より , これ ら は 1 点 で 交わ 
る . 目 


7Z2  S$3 平面 幾何 
B.30 フ 7 一 


隊 栄 用 ス 0 に 
へ ABC と , 3 頂点 A, B, C の いずれ を も 通ら な い 直 線 / 
が 辺 BC。CA, AB また は その 延長 と それ ぞ れ 点 P, Q,R 


BP_CQ AR_ 
2 る と PC QA RB_ 剛 これ を 証明 せよ . 


ーー ニニ ニニ ーー ニテ ーー ババ ーー ンー ニ ーー ニ ーー 


SKIKSRAKENSAASSNDRD 


[アフ プ ローチ A, B ま た は C を 通る 補助 線 を 引い て 考え ます . 


C を 通り , AB と 平行 な 直線 と / と の 交点 を 
S と お く . 


へ PBR の へ PCS だ か ら 


・ CP ニ RB : 、 
BP : CP=RB:SC  … で や = で 6 
また 。 へ QAR の へ QCS だ か ら 

ee SNS 。 。 
AR : QA=CS:QC … で ムーGC の) 


BP CQ AR _BP AR CQ 
BORNGOARBB6 ON RB 
①, ② よ り 区 -SC'QG 5 目 
うら (0 の 介 RNB 清 表 
AB の 延長 と P, Q, R で 交わ る と き に も 成立 する . 
左 図 を 参考 に し て , この 場合 の 証明 を 考え て 下さ い . 


本 
区 計 之 必 炊 1 RUN 的 
へ ABC の 辺 BC。CA, AB また は その 延長 上 に , それ ぞ 
れ 点 P。Q⑩ RI が あり 5 と どれ ら 3 上 応 の うち 1 応 だ ゆま だ は 
3 点 が 辺 の 延長 上 に あっ て 
BP CO AR T 
PC QA RB 
が 成り 立つ と き ,。 3 点 P。Q, R は 一 直線 上 に ある 。. 
これ を 証明 せよ . 


ERREFSS SS 本 SN2MIRFEGSRSOERESSS 
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隊 還 P が BC の 延長 上 に ある と 仮定 する . 

こと の と き , 直線 PQ は 辺 AB ま た は その 延長 と 
A, B 以 外 の 点 で 交わ る か ら , その 交点 を R と お く 
と , メ ネ ラ ウス の 定理 より 


BP CQ AR'_ 
EC QA RB 


この 式 と 与え られ た 式 か ら 
AR AR 


RB RB 
これ より , R と R' は AB を 同じ 比 に 内 分 また は 


一 直線 上 に ある . 時 


B.30 - 


へ ABC に お いて , CA を 2 : 3 に 内 分 する 点 を Q。 AB を 
2 : 1 に 内 分 する 点 を R と し , BQ と CR の 交点 を S, AS と 


[アプ ロー チ > BP: PC は チェ バ の 定理 か ら わ か り ま す . 
次 に , 適当 な 三角 形 に 着目 し て メ ネ ラ ウス の 定理 を 適用 し ます . 


チェ バ の 定理 より 了 
BP.CQ AR _」 BP.2.2「」 
PC QA RB ” EC'3 1 
1 《 ゆ R Q 
へ ABP と 直線 CR に 関し て 。 メ ネ ラ ウス の 定理 
を 用 いる と B P ⑯ 
BC PS AR 
部 る B' 証 還 し. 表 テ に こつ oc ⑨ 
①I り BC : 6CP 三 7 : 4 だ が ら 5 の 
7 MS 
1 普 S 還 1 
AS : SP テ 7 : 2 


[ 注 ] メ ネ ラ ウス の 定理 で 現われ る 分 数 式 ② の 左辺 は , 
右 図 の よう に , B を 出発 し 。B に 戻る 1"…6* の 線 分 を 分 B ミ ヘー ンー 
子 。 分母 に 交互 に 並べ た も の に な っ て いま す . i 生 条 に 
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へ ABC に お いて , ン A の 2 等 分 線 と BC の 交点 を P, 

ン B の 2 等 分 線 と CA と の 交点 を Q。 ン C の 外角 の 2 等 分 
線 と AB と の 交点 を R と する と き 。 3 点 P。Q, R は 一 直線 
2 SR だ が し 。 2A<ZB 02 


aa350K GEESSo な RS 


[アプ ロー チ > 三角 形 の 頂 角 の 2 等 分 線 は 対辺 を 隣 辺 比 に 内 分 し ます 
(gm 放 。 B.305 (1)) が , 外角 の 2 等 分 線 に 関し て は どん な こと が 成り 立ち 
ます か ? 


RC の 延長 上 に , 点 S を 
AS/ BC 
と な る よう に と り , AC の 延長 上 の 1 点 を D と する . 
へ ACS に お いて 
ZACS テ ニン RCD テ ン RCB= テ ン CSA 
(最後 の 等 号 は , 平行 線 の 同位 和 角 と し て 成り 立つ ) 
で ある か ら 


(の AG 全 2 …… 6 
で ある 。. 
ARASo へ RBC で ある か ら , ① よ り 
RA : RB=AS : BC テ AC:BC _  ……… の ②) 


と な る 。 つ まり , R は AB を CA:CB に 外 分 し て 
いる 。 よっ て , BC=Z, ACー5, AB テ c と お く と 


き , ⑨② よ り 
AKARB 三 の 20 議 =5 二 ee ③ 
B.3051) 双 一方, 内 角 の 2 等 分 線 は 対辺 を 隣 辺 比 に 内 分 する 
か ら , 
BE 三 で 2 の GOINGOA 三 の に 2 953esoee ④ 
で ある 。. 


P,Q, R は へ ABC の 辺 BC, CA と AB の 延長 

上 に あっ て , ③, ④ よ り 
メ ネ ラ ウス の 定 区 RBB 還 (60 の 0 6 2 
理 の 逆 . B.308 RB PC QA z ヵ c 
を 満た すか ら , 一 直線 上 に ある . 血 


三 1 


[ 注 ] へ ABC に お いて ,。 ン A ニ ン B の と き に は ,。 ン C の 外角 の 2 等 
分 線 は AB と 平行 と な り , 交点 R は な い 。 
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に 時 11 aar 
[方 べき の 定理 ] 


RNNEEE っ な SSC N 5 


1) 円 O の 外部 の 点 P か ら 点 華 で 接する 接線 と , 2 点 A, B 


で 交わ る 直線 を ひく と き , 
PA・PB= ニ PT* 


(2) 円 O の 内 部 の 点 P を 通る 2 直線 の それ ぞ れ が , 円 O と 
2 点 A, B お よび 2 点 C,。 D で 交わ る と き , 


PA・PB= テ PC・PD 


これ を 証明 せよ . 


OKAUDMSWSRGE252 の 5 


OLP 


EONETRSESEDTYEETWRTESRGC3rTEOSSNOA5SOES 


| アプ ロー チア 接 弦 定理 。 円 周 角 の 定理 を 利用 し て , 相似 な 三角 形 を 捜 


し 出す と 解決 し ます . 


(1) へ PTA と へ PBT に お いて 。 ン P は ジ 


共通 で ある . また , 接 弦 定理 (A3.1 定理 8) よ り 


ン PTA テ ン PBT だ か ら 

へ PTA の へ PBT 

PT : PA テ PB : FT 

PA・PB=PT? 自 
( 2 ) へ PAC と へ PDB に お いて 。, 
弧 CB の 円 周 角 と し て と PAC= テ ン PDB, 
弧 AD の 円 周 角 と し て PCA= テ ン PBD 
だ か ら 

へ PAC の へ PDB 

PA : PC= テ PD : PB 

PA・PB= テ PC・PD 自 


[ 注 ] (1) に お いて ,P か ら , 円 O と 2 点 C, 
D で 交わ る 直線 を ひく と き , へ PAC と 
へ PDB に お いて 

PAC= ン PDB, と PCA= テ ン PBD 

が 成り 立つ か ら 

APACc へ PDB 
PA : PC=PD : PB 
PA・PB=PC・PD 
が , 直接 導 か れる . 


ンク 


の 


/ 
か 


る A3.4IT1" 
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に =1 1 呈 ニニ ジー ニー ニン ニー ニー ニー 
ロ 


SS 


へ ABC の 外側 に , 正三 角形 CQA, ARB を つく り , BQ 
と CR の 交点 を EE と する と き , 


BQ ニ CR, 


解 の 3 
含 


点 


ン QFC テ 60^ 


(0'*<Z く 180") だ け 回 転 し た 直線 を 7// と する と き , / 
と 7/ と な す 角 は (また は 180* 一 ) で す . 


へ CQA, へ ARB が 正三 角形 で ある か ら , 点 


A を 中 心 と し て , 60? 回 転 す る 回 転移 動 プ に よっ て 


R は それ ぞ れ 点 Q, B に 移さ れる . 


し た が っ て ,。 回 転移 動 7 に よって, へ ARC は 
へ ABQO に , 特に 辺 RC は 辺 BQ に 移さ れる か ら , 


選 


BQ=CR 
か つ , RC と BQ の な す 角 は 60" で ある . 
証 り ) 
ZQFC テ 60* 
と な る 。 時 


研究 ZQFC ニ テン QAC=60*" だ か ら , 
4 点 C,。 Q, A, F は 同一 円 周 上 に ある . 
つま り , F は へ CQA の 外 接 円 と BQ の 交点 
で も ある . 

へ ABC の 外部 に , 正三 角形 BPC を つく 
り , AP と BQ の 交点 を F' と する と 上 と 同 


AP=BQ, ン QF"A 三 60* 
と な る 。 


ン QFE'A ニ ン QCA=60" だ か ら 。C,。Q, A, F′ は 
同一 円 周 上 に あり , F は へ CQA の 外 接 円 と BQ の 交 
点 だ か ら , 


販 と 9525 


結局 , AP, BQ, CR は 1 点 F で 交わ る . この 点 F を へ ABC の フェ 
ル マ ー (Fermat) 点 と 呼ぶ こと が ある . 
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BB.3183 : 
へ ABC は 鋭角 三角 形 と する . へ ABC の 内 部 の 点 P で , 
NIS 下る あり の 名 邊 66 


[アプ ロー チア PC, BC を 1 辺 と する 2 つの 正三 角形 PCQ, BCD を 作 
る と , PA 十 PB 二 PC は , A と D を 結ぶ ある 折れ 線 の 長 さ に 等 し く な 
り ま す . 


へ ABC の 内 部 に 点 P を と り , 右 図 の よう に A 
2 つの 正三 角形 BCD, PCQ を 作る . 
この と き , C を 中 心 と し て , へ CPB を 60* 回 転 


B 
し た 三角 形 が へ CQD で ある か ら 還 人 
PB=QD, PC=QC, 
D 


B C 
さら に 。 QC=PQ で ある か ら 
PA+PB+PC=AP+PQ+QD=AD …… ① 
と な る . 


これ より , “A, P, Q, D が 一 直線 に 並ぶ " ……(*) 
こと が あれ ば , PA 二 PB 二 PC は 最小 値 AD を と る 
こと が わか る 
AD 上 に 
ン CPoA= テ 120" ン CQ。D= テ 120" 人 
と な る 点 P。。 Q。 を と る と , (*) が 満た され る . この 
と き , へ CP。Q。 は , P。 ニ ン Q。 三 60" の 正三 角形 と 


な り , C を 中 心 と し て , へ CP。B を 60" 回 転 し た 三 SU 
角形 が へ CQ。D で ある か ら 
ン BP。C=120? 6 に 2 に 
で ある . 
結局 . 求め る P の 位置 は 。P。 で あり , 
ン AP。B= ン BP。C ニ ン CPoA テ 120?* 
を 満た す 点 で ある . D 
[ 注 ]| 1'" へ ABC の 外側 に , さら に 正三 角形 CAE, ABF を 作る と 
き , P。 は AD, BE, CF の 交点 で も ある . つま り , 求め た P の 位置 
は B.312 研究 で 示し た へ ABC の フェ ル マ ー (Fermat) 点 と 一 致す 
る . 
2" へ ABC は 鋭角 三角 形 で な く て も , 最大 角 が 120*" より 小さ いと き 
に は , 同様 の 事実 が 成り 立つ . 
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B. 14 一 ee 
円 に 内 接する 四辺 形 ABCD の 対辺 の 長き の 積 の 和 は 対 
角 線 の 長 さ の 積 に 等 し い : 
AB・CD 寺 AD・BC テ AC・BD 
これ を 証明 せよ . 


左 図 の よう な 点 E を と り , 頂点 が A, B, C, D, E の い 
ずれ か で ある 相似 な 三角 形 を 捜し 出す こと が 最初 の 仕事 で す . 


了 英 還 BD 上 に , 点 E を 
BB あま 2(2AD 誤 詳 還 肖 記 記 二 oo ① 
を みた す よ うに と る 。. 
へ ABE と へ ACD に お いて 
ン ABE= ン ACD ( 心 弧 AD の 円 周 角 ) 
だ か ら , ① と 合わ せる と 
AABEco へ AACD 
AB : BE=AC : CD 
が ABS(elD ニー 人 A⑥SBB 封 還 四 還 四半: (9) 
次 に 。 へ AED と へ ABC に お いて 
ZEAD= テ ン BAC  (G ら ① の 両辺 と ZEAC 


の 和 ) 
ADE= ン ACB  (G 弧 AB の 円 周 角 ) 
だ か ら 。 
へ AEDco へ ABC 
AD : ED=AC : BC 
AD>BG 二 AGNBDMWW ほ か ) 


②, ③ の 辺 々 を 加え 合わ せ て 
AB・CD+AD・BC=AC・BE+AC・ED 
=AC(BE+ED) 
ーーAC・BD 箇 


[ 注 | 1" ここ で 証明 し た 事実 は 。 トレ ミー(Ptolemy) の 定理 と よ ば 
れ て いる . 
「 大 学 へ の 数 学 T ニ ュー アプ ロー チ 」B. 213 研究 に は , 三角 関数 
を 利用 し た この 定理 の 証明 が ある . 
2? この 定理 の 逆 も 成り 立つ こと が 知ら れ て いる . 
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誤 1 記 PCPSERERE22SSERRESRI コ DECGTSSSBDGREEEIP プ SN22RNCScSScesso で STSSPYeS 
ロ 


へ ABC の 外 心 を O, 垂 心 を 是 , 重心 を で と する と き 。, 
次 の (1)。(2) を 証明 せよ . 
(1) BC の 中 点 を M と する と き , AH= テ 2OM 
(2) 0O, G, HH は, この 順 で 一 直線 上 に あり , 
0OG : GH ニ 1 : 2 


[アプ ロー チア 外 心 , 垂 心 の 性 質 か ら , AH/OM で 
す . 後半 で は , 重心 G が 各 中 線 を 2 : 1 に 内 分 する こ 
と を 利用 し ます . 


(1 ) C を 一 端 と する 直径 の 他 の 端 を D と お 
く . 中 点 連結 定理 に より 


OM= テ DB, (@MIZZIDI5R 王 に ① 


また , 四辺 形 ADBH と お いて 
DB/ ク AH (… と も に BC と 算 直 で ある ) 
DA/BH (… と も に AC と 垂 直 で ある ) 
で ある か ら , 平行 四辺 形 で ある . よっ て 
DB= テ AH, DB/ AH つつ ② 
① と ② よ ょ り 
AH=DB=20M 血 
( 2 ) OH と AM の 交点 を G と する と , 
① と ⑨② よ ょ り 
AH/OM, AH=20M 
で ある か ら 
AAGHoA へ MGO 
AG': GIM=2 : 1 
G' は 中 線 AM を 2 : 1 に 内 分 する か ら , 重心 G と 
一 致す る . 
よっ て 。0O, G, H は , この 順 で 一 直線 上 に あり , 
OG : GH=OM : AH=1:2 血 


[ 注 ] へ ABC が 鋭角 三角 形 で な い 場 合 に も この 証 
明 が 通用 する こと が 右 図 か ら わ か る . 
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日 . 31 ニー ニーーーー ニ ニー ニニ ーー ニー ニー ニー ニン ペペ ーー PS77PRGEDERYS 人 2622REEEGR2R 
AABC の 3 辺 BC, CA, AB 上 に それ ぞ れ L。 M。 N を 
且 
BL_CM_AN_ 
BC CA AB * (0<%<1 
と する 。. 


AL と CN の 交点 を P, AL と BM の 交点 を Q, BM と CN 
AKO AISR : AB 人 0 さ ャ 
メ ネ ラ ウス の 定理 を 利用 し て , まず , AQ : QL を 求め ま 
す . BR : RM, CP : PN は これ と 同じ で す . 


メ ネ ラ ウス の 定理 より 


CB LQ AM 。 1.LQO1- を 」 
BI 馬 Q 交 個 MG た Q ん 
QA : LQ ニ 1 一 め : だ 
AQ : AL テニ (1 一 ん (1 一 を 十 ) ……… ① 
全く 同様 に 


BR : BM=CP : CN= テ (1 一 /) : (1 一 を 填 ) …… の ②) 
高き が 等 し い 三 角形 の 面積 比 は 底辺 の 長 さ の 比 に 

等 し いか ら 

AB : ペ ABG 三 BPRMBG 圭 を 51 

へ ABQ : へ ABL= テ AQ : AL= テ (1 一 ん ) : (1 一 を 填 /) 
GS(@ 


1 一 _ 1 一 が 
AABQ ニ ュー ジテ AL 


全く 同様 に 。② よ り 
へ BCR テ へ CAP テ 
最後 に 
へ PQR テテ へ ABC-( へ ABQ 二 へ BCR 二 へ CAP) 


ョ he 34(1ー め 
1 を 


へ ABC 


1 一 め 


ュー 年 だ 


]^ABc 


より 


(2 を 1)* 


へ PQR : ^ABC ニ イイ 記 


半 | 
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> こ SS 


平面 上 に 3 つの 円 。O5。 が あっ て , 璧 と Cs は 相 異 
な る 2 点 A, B で 交わ り , Cs は 〇 」 お よび 〇 と 互い に 直交 
し て いる . た だ し , 2 つの 円 が 互い に 直交 し て いる と は , 2 
つの 円 に 共通 点 が あっ て , 各 共 通 点 に お ける それ ぞ れ の 円 
に 対す る 接線 が その 共通 点 で 直交 し て いる と き を いう . 

1) 円 G の 中 心 は , 2 点 A, B を 通る 直線 上 に ある こと を 


示せ 


(2) 2 点 A, B の 一 方 円 C。 の 内 側 に , 他方 は 円 C。 の 外 


側 に ある こと を 示せ 。 


WMETOS 


[アブ プ ローチ 2 つの 円 が 互い に 直交 する と き , 交点 に お ける 一 方 の 円 
の 接線 は 他方 の 円 の 半径 に な っ て いる こと に 注目 し ます . 


Ci Cs5。 Cs の 中 心 を 0, 0。 0。 G と 悟 お 
よび Cs の 共有 点 の 一 つ を 順に C。D と お く . 

Cs と Ci お よび C。 が 互い に 直交 し て いる か ら , 
OsC, OsD は 0。 か ら 避 ,。 Gb。 に ひい た 接線 と な っ 
て いる . [ 図 1] 

(1 ) 0』 と A を 結ぶ 直線 と CCz と の A 以 外 の 交 


点 を 順に BB。 と お く . [ 図 2] 
G, Cs に 関し て , 方 べき の 定理 より 


O3A ご OB」=O』C* seiaieie:eie es ① 
O。A ウ OB。 テ OsD* OO つつ ここ ⑨) 

Cs の 半径 と し て , OsaC=OaD だ か ら ①, ⑨② よ り 
OsBiー0sB。 


これ は Bi と B。 が 一 致す る こと を 意味 し 。A 以 外 
の と 〇 の 共有 点 は B し か な いか ら , B」=B。 王 B 
で あり , 0 と A, B は 同一 直線 上 に ある . 血 


( 2 ) BB で ある か ら , ① よ り 
OsA s OsB テ OsC* つつ つつ つつ 0 ③ 
Os は 明らか に , 円 の 外部 に あ り , OsA と OsB 
の 値 は 異な る か ら , より その 一 方 は OaC より 大 , 
他方 は 0aiC より 小 で ある . つま り , A, B の 一 方 は 
円 C。 の 内 側 に , 他方 は 円 C。 の 外側 に ある . 岬 


[ 図 2] 0 


C \ 
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正三 角形 ABC の 内 部 の 点 P か ら , 辺 BC, CA, AB に 下 
し た 垂 線 の 足 を それ ぞ れ D, E, F と する . 
っ 2 中 月 し こ (3 還 ゃ MD 


[アプ ブローチ た と えば , 4 点 P, C, D, E は 同一 円 周 上 に ある か ら 
円 周 角 の 定理 の 利用 が 考え られ ます . 


PDC, ン PEC が 直角 で ある か ら , 4 点 , 
C, D, E は PC を 直径 と する 円 周 上 に ある . 
ン PDE=ZPCE 。  ……… ① 
同様 に , 4 点 P。B, D, F は PB を 直径 と する 円 
周 上 に ある か ら 
PDF= ン PBF 。 ……… ② 
①, より , [ 図 2 ] に お いて 
ン EDF ニ = ニン PDE+ ン PDF 
= テン PCE 二 PBF 
に 。 が (60'"-ZPCB) 十 (60"ー ン PBC) 
ー120*ー( ン PCB+ ン PBC) 
120" 一 (180"- ン BPC) 


色 = ン BPCー60" 
これ より , へ DEF が ン D=90* の 直角 三角 形 と 
な る 条件 は 
D C ーー 全球 語 請 詳 諾 記 に CcCoGoooC ③ 


ン BPC テ 150* 
で あり , ン E テ 90", ン F= テ 90" の 直角 三角 形 と な る 
[ 図 3 ] 条件 は それ ぞ れ 
すう キー を ン CPA テ 150"。 APB= テ 150" ………・④ 
で ある 。. 


ム へ ABC の 外部 に , 正三 角形 BCL, CAM, ABN 
を 作る と き , ③ ま た は ④ を 満た す P は , L, M また 
は N を 中 心 と し , 半径 BC の 円 周 上 , へ ABC の 内 
部 に ある 部 分 [ 図 31 で ある . 

( 答 ) 左 図 の 3 本 の 円 弧 (ただし, A, B, C を 除く ) 


[ 注 ] [ 図 3]1 に お ける 3 つの 円 弧 は , 互い に A, B, C に お いて 接し て 
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今回 の 高校 数 学 の 指導 要領 改訂 の 目玉 は , < コン ピュ ー タ 教育 
の 認知 〉 に ある . し か し , 長い 歴史 を も つ 数 学 教育 と 比べ , 急速 
な 技術 革新 に より 急激 に 普及 し , いま な お , 技術 革新 が 進行 中 の 
コン ピュ ー タ に だ 関し て , < 何 を > < いか に だ > 教 を ん る か , し か も , そ 
れ を 伝統 的 な 数 学 教育 と どう 調和 させ る か , に つい て は , ま が , 
人 々 の 意見 は 大 きく 隔 っ て いる . 本 書 で は , パソ コン と パソ コン 
の 初心 者 用 言語 と し て 普及 し た BASIC に 関す る 一 通り の 知識 
と 経験 を 仮定 し て , 数 学 T , 数 学ん の 単元 の 中 か ら , コン ピュ ー 
タ を 利用 する こと の 良さ を 体験 で きる 教材 を 集め , 読者 に 供 す 
る と と に する 。 

パソ コン の 経験 の 浅い 人 は , 適当 な 指導 者 の 下 で , お の お の の 
プロ グラ ム を 実行 し て みる だ け で も , パソ コン の 良さ が わか る 
で あろ う . 

パソ コン の 操作 が で きる 人 は ,。 それ ぞ れ の プロ グラ ム を 実行 
し て みる だ け で な <, 解説 に 従っ て プロ グラ ム を 解読 し し と き に 
適当 な 修整 を 試み る こと を 通じ て ,。 BASIC と いう 言語 を 習得 す 
る だ け で な く , 数 学 を 計算 の 手順 (アル ゴリ ズム ) の 視点 か ら よ 
り 深 く 理 解す る こと が で きる よう に な ろう . 
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人 A2l.]] BASIC の 基本 用 語 マンド , メ テー トメ ント ) 上 


初め に BASIC で 用 いら れる 必須 最小 限 の 基本 的 な 用 語 を や 
や 強引 で は ある が , 4 つ に 分 割 し て 一 覧 表 に まとめ て お く . 


IT. ファ イル 関係 
LOAD 。 …… プロ グラ ム を メモ リ に 読み 込む . 
LOAD "SUURETSU. BAS" 
SAVE …… メモ リ に ある プロ グラ ム を ディ スク に 書き 込 
む (保存 ). 


SAVWE "GRAPH.BAS" 
SAWE "GRAPH.BAS',A 
(後者 で は , ファ イル が MS-DOS の アス キー 
形式 で 保存 され る .) 
LIST …… メモ リ に ある プロ グラ ム を 画面 に 表示 する 。 

LIST -200 

( 行 番号 200 まで を 表示 する .) 
LIST 100- 

( 行 番号 100 以下 を 表示 する . ) 


II. 入出 力 関係 
INPUT …… プロ グラ ム の 実行 を 中 断 し て , キー・ ボ ー ド 
か ら の 入力 を 待ち 。 入力 され た 内 容 を , 指定 
し た 変数 に 格納 する . 
INPUT A 
INPUT 'a=,A 
414NI IE 指定 され た 文字 列 ま た は 変数 の 内 容 を 画面 に 
出力 する . 
[ 例 ] PRINT "CONGRATULATIONI" 
[ 例 ] PRINT 'A=",A 
ーー 左側 に 書か れ た 変数 に 右側 の 値 ( ま た は 変数 
の 値 ) を 代入 する . 
A=10 
NE 


た 一 ] 
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皿 . プロ グラ ム 実 行 ・ 制 御 関係 


RUN 。 …… メモ リ に ある プロ グラ ム を 実行 する . 
GOOI 指定 され た 行 番号 また は ラベ ル に ジャ ンプ す 
る 
GOTO 250 
GOTO *JUME 
IF-CGOTO-CELSE-。 …… 指定 され た 条件 が 成立 する 
か 否 か を 判定 する . 
IF I= 10 GOTO 200 ELSE 300 
REM 。 …… その 行 を コメ ント 文 (remark) と し て 扱い , 
読み 飛ば す . 
REM COMPUTER AND MMATHEMATICS 
FOR-CNEXT …… 指定 され た 回 数 だ け , 聞 に は さま れ た 
プロ セス を 反復 する . 
FORI= 1 TO 100 1. 2, 3, …, 100 
PRINT 1 を 表示 する プロ 
シン パパ 
NEXT 
IV. 算術 命令 
キー …… 加法 [ 例 ] S=A+B 
es 減 法 [ 例 」 D=A-B 
De Ep 乗法 [ 例 ] MA#B 
Egos 除法 [ 例 ] W=A/B 
AA …… 累乗 [ 例 ] P=A'3 
ae (@.@⑳.6⑤⑤ーーーm で で で 


| [特に 注意 すべ きこ と ] 

BASIC で は , 等 号 ' 三 ' は , 相 等 性 だ け で な く , 「 右 辺 
を 左辺 に 代入 」 の 意味 で も 用 いる , (後者 の 方 が , 頻度 
が 高い ! ) 特 に 注意 すべ き は 

$=S+10 

の よう な 用 法 が ある . これ は , 「 変 数 S の 値 に 10 を 加え 
た 数 を ,。 あら た め て , 変数 S に 代入 せよ 」 と いう 命令 で 
ある . (HETS= S110 と いう 表現 も ある . ) 


旭 
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AA. 凡 プロ グラ ミン グ 練 習 和 


I. 規則 的 に 並ん だ 数 の 和 を 求め る 
2zgisls43a5 

の よう に だ 規則 正しく 並べ られ た 数 の 和 を 求め ある プロ グラ ム は , 
FOR NEXT 文 


を 利用 する と 簡単 に 作れ る . 
10 S=0 
20FORI=lTO5 この 間 が “FOR-NEXTー” 
30 5=S+1 
ラジ 
40 NEXT 
50 END 


この プロ グラ ム を 実行 する と I の 値 を 1 ずつ 増加 させ な が ら , 
行 番号 30 の 命令 を 実行 する . この 場合 に は , 行 番号 30。40 を 通 
過す る ご と に , S と 1 の 値 が それ ぞ れ 下 の よ うに 変化 し て いく <. 


10 0 1 ーーー: 20 行 目 の 判 定 
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最後 の 1 の 値 ユ 三 6 は , 20 行 で 指定 され た 範囲 を 超え る の 
で , ここ で FOR-NEXT の 処理 (ルー プ ) か ら 抜 ける . 

と の よう に し て , この 処理 が 完了 し た 段階 で , 変数 S に は , 

1 十 2 十 3 十 4 十 5 三 15 

と いう 値 が 格納 され て いる こと に な る . 

コン ピュ ー タ の 行う 処理 を , プロ グラ ム を 書く の が 便利 な 
よう に 細か い 手 順に 分 解す る た め に , 流れ 図 (Flow Chart 
フロ ー・ チ ャ ー ト ) と 呼ば れる , 下図 の よう な 図形 を 書く こと 
が 推 遂 さ れ た 時 代 も あっ た . 


79 の S 拓 請 旧 E ジ コ ヨーク 


| 


INPUT 


回 奇数 列 の 和 
この 考え 方 に 基づい て , 1 か ら 始 まる 奇数 の 列 の 和 
1 十 3 十 5 十 7 キ …… 十 (2z 一 1) 
を 計算 する の が 。 次 の プロ グラ ム で ある . 


REM 奇数 の 列 の 和 
40 REM 113+5+.…….+ (2#N-1) の 値 


50 REM 

70 PRINT " 1 か ら 始 まる 奇数 の 和 を 計算 し ます . " 
80 INPUT ' 何 個 の 奇数 を 加え ます か ?",N 

90 FOR I=1 TON 

100 $=S+ (2*I-1) 

110 NEXT 1 

120 PRINT 

180NNNNT は AA、 ji まあ 誠 人 特 "8 で すず 。”" 


行 番号 10 て 60 の REM で 始ま る 行 は 。 プロ グラ ム の 本 体 で 
は な い が , こ の プロ グラ ム の 内 容 を , 一 目 で わか る よう に する 
た め の も の で ある (他人 の た め に だ け で な く , 自分 の た めで も 
ある / コ ンピュータ の プロ グラ ム は , 書い た 本 人 で さえ , し ば 
Ep 本) DSI 時 Eh (の 62 の 2 語っ 2LSU) 
正確 に いう と , BASIC の イン ター プリ タ (BASIC 言語 で 書か 
れ た プロ グラ ム を 機械 に 通訳 する 基本 ソフ ト ) は , REM で 始 


まる 行 を , 読み 飛ば す . 


| 70-80 行 は ,。 下 の よ うに 1 行 に まとめ る こと が で きる . 


Royaeriweanvramoxmeses afescoageQpso ERCGYRoRECRSS04226mPhskaco owa LAWareaoieGoRokareewpeseacs 


“1 か ら 始 まる 奇数 の 和 を 計算 し ます . 何 個 の 奇数 を 加え ます か ?" 


N 


10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
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単なる リマ ー ク 文 ( コ ンピュータ は 読み 飛ば す 。) 


キー・ ボ ー ド か ら 入 力 さ れる 値 を 変数 N に 格納 
計算 の メイ ン ・ ル ー チ ン (主要 部 ) 


1 行 改行 する (画面 で 1 行 あ ける ) た め の コ マン ド 
結果 の 表示 


797 


た と えば , 80 行 目 の 実 行 で 。 N と し て 4 が 入力 され る と , 90 行 目 
か ら 110 行 目 が , 4 回 繰り 返さ れ , 5 回 目 に 90 行 目 に 行っ た と き 。 繰 
り 返 し の ルー プ か ら 腕 出す る . 


1=5 ーー つみ ここ で ルー プ を 脱出 
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回 自然 数 列 の 和 を 求め る た め の "実験 " 


100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 


180 


10 REM ------ー-ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
20 REM 数 の 和 の 規則 

30 REM 112+3+..….+N の 値 nm'2 と の 比較 

40 REMM --------ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
50 PRINT "1 か ら 与え られ た 数 まで の 自然 数 の 和 を 計算 し ます . " 
60 INEPUT "いく つま で 加え ます か ?",N 

70 FOR I=1 TO N 

80 $=S+I 

90 NEXTI 


PRINT 
PHINT "は い 、”":Ni" ま で の 和 は " 5)" です. " 

RATIO=S/N'2 

PRINT:PRINT'S と N 2 と の 比 は " :RATIO:'" です. " 

PRINT:PRINT" この 結果 を 利用 し て 、$ を 表す 式 を 予想 し ます . " 
PRINT'S を 1/ *N' 2 で うま く 近 似 し て み ま し ょ う . " 

INPUT'm の 値 と し て 何 を 予想 し ます か ?『",M 

DIF=S-N^2/M 

PRINT'5 と N 2/m と の 誤差 は 、" , DIF," です. " 


この プロ グラ ム を 実行 する と , 
3 
と が と の 比 が , が 比 較 的 大 きい と き は 。 ほぼ に 等 し いこ 
と が わか る . そこ で 
(1 二 2 二 8 上 …… + め 一 ゲ 
を 計算 し て で て くる 値 を いろ いろ 試し て いる と 
FE2LE3 ト mo + タ ー テ ゲ + ト ーー 
の [に あて は まる も の が 予想 で きる は ず で ある 。. 
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り US ニン < 


N の 値 の 入力 


1 十 2 十 3 十 …… 十 N を 計算 する メイ ン ・ ル ー チ ン 


。 | 凌 果 の 出力 


120 1 二 2 填 8 填 …… +N)/NS の 値 を 変数 RATIO に 格納 


| 
| 
き 
昌 
上 
| 
上 
| 
| 
上 
ほ 
に 


も onorenqrisizcewxentscnseeoyec と ーーFtms の ーーPaesczew た GE ニー テー ニー 


れ を 出力 する 


ee 喧 (②) 《②) ( あ ) 《②) aka 
コン ピュ ー タ の 良い と ころ は , どん な 単調 の 仕事 で も , あ 
きず に (? ) 黙々 と こなし て くれ る こと で ある 。 だ と えば 
1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 8 二 …… 圭 100000 

の よう な 計算 を 左 の プロ グラ ム で 実行 する に は , 約 10 万 回 
の 足し 算 が 必要 だ が , コン ピュ ー タ は あっ と いう 間 に , こ な 
56 ま の 

とこ の よう な コン ピュ ー タ の 「 従 順 き 」 を うま く 活 用 する 方 
法 の 1 つ に ,。 ここ で や っ て いる よう な , 数 値 実験 が ある . 
人 間 に は , 馬鹿 々 々 し く て や っ て いら れ な い 膨 大 な 計算 を 
実際 に や っ て みる こと で , 末 知 の 法則 を 発見 する 手がかり 
が と き に 得 ら れる の で ある . コン ピュ ー タ の 発達 と 普及 に 
具 数 学 で も , 実験 が 身近 な も の に な っ た . 


ーーーーーーーーー ニ ーー ュー 


170 | (8219 寺 ーー +N) 一 N* の 値 を 変数 DIF に 格納 し 。 そ 


MamaazeomsaetOGnseamaearesnoay 
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口 [プロ グラ ム 例 3] 連続 2 整数 の 積 の 和 
1x2 十 2X3 圭 8X4 十 …… 十 2( 十 1) 
に つい て も 。 エ レガ ント な 性 質 が ある 。. 


10 REM ------ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
20 REM 数 の 和 の 規則 

30 REM 1*212*313*41.. 1N (Nt1) の 値 

40 REM N (N+1) (N+2) と の 比較 

50 REMM --------ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
60 PRINT "連続 する 整数 の 積 の 和 を 計算 し ます . ” 

70 INPUT "1#2 か ら 初め て 何 個 ま で の 和 を 計算 し ます か ?'*,N 
80 FOR I=1 TON 

90 $=S+I* (I+1) 

100 NEXT I 

110 PRINT 

120 PRINT N:" 個 の 連続 2 整数 の 積 の 和 は " :5:" で す ." 

130 RATIO=N* (N+1) * (N+2) /$ 

140 PRINT' n (nt1) (m+2) と 5 と の 比 は " RATIO:' です. 『" 


プロ グラ ム 例 1 で 見 た よう に 


1 填 2 十 3 十 4 十 …… + ヵ は 今 ( ヶ 1 


つっ まり, 最後 に 加え た 数 と その 次 の 数 の 積 の 訪 に な っ た . 今 


度 は 連続 2 整数 の 積 
1x2= ニ 2。 2x3 三 6, 3x4ー12, 4X5 三 20。…… 
の 和 を 考え よう と し て いる 。. 
2 十 6= ニ 8 
2 十 6 十 12=20 
2 二 6 12 十 20 三 40 


これ を , 連続 3 整数 の 積 NN 十 1)(N++2) と 比較 し よう と い 
う の で ある . 
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10 

20 

30 リマ ー ク タク 文 

40 

50 

60 

に S=1x2+2x3 寺 3xX4+…… 二 N(N+1) 

因 の 計算 の メイ ン ・ ル ー チ ン 

90 

100 

1 | 結果 表 示 

科 | NQ+D(N+2) と の 比較 

| 90 行 目 IT1) は ,【 と 1+1 と の 穂 を 表す 。 こ れ を | 

| 初心 者 は 。 つ いう っ か り し て | 

| IT+1) | 

| と 書い て し まう / BASIC は ,「X は 省く 」 と いう 初等 代数 | 

IO 
い 。 1 


eyMWrWrwyzteddveeo の Yanni や em asacAwatoteKR 久 eckanracbueaeeaosos ニ ams ニー ニー ーーーー で mereeraeeoorsernreeweosasaseae sa 


796 Se 購 EE ジン ピー タク 


回 平方 数 列 の 和 を 求め る た め の 実 験 
次 は , 平方 数 列 の 和 
填 22 填 93? 二 …… 十 Z/ 
に 関す る も の で ある . 


人 
REM 数 の 和 の 規則 


REM 1'212 213 "21..…+N'2 の 値 』3 と の 比較 
REMI ------ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
PRINT "与え られ た 数 まで の 自然 数 の 平方 の 和 を 計算 し ます . 


INPUT "1 か ら 始 め て いく つの 平方 まで 計算 し ます か ?",N 
FOR !I=1 TON 

$=S+I'2 

NEXT ! 

PRINT 

PRINI は ば はい 、 | iM まで の 平 坊 の 和 は 8 です 。「 
RATIO=S/N'3 

PRINT'S と N 3 と の 比 は " :RATIO:" で す .『" 
PRINT:PRINT "$ と (1/m) *N 3 と の 差 を 求め ます . " 
INPUT "m の 値 を 何 に し まし ょ うか ?",M 
DIF=S-N"3/M 

PRINT "誤差 は " :DIF:" です " 


12 寺 22 十 32 上 …… 十 NS 
を 表す 式 を 予想 する こと は , 少し 難し い . 


1 二 22 二 89 上 …… 填 NS 
N3 


の 比 を と る と , この 値 は 。 N に よっ て 一 定 で は な い が , N の 値 
を 大 きく し て いく と, ある 値 に 接近 し て いく こと が 見 える . これ 


を 利用 し て , まず 
圭二 32 寺 …… 寺 NS の 近似 値 
を 作り 。 つづ いて 誤差 を 求め る . 
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りり 2 パージ 94 


S 三 1? 十 2? 十 3? 十 …… 十 NS を 計算 する 
21 ンカ レジ コン 


120 | (1? 十 2? 十 3? 寺 …… +N う /N? の 比 の 値 を RATIO に 格納 し 
て 出力 


注意 | BASIC で は , 累乗 を 表す の に , 記号 人 を 利用 する . 


研 冠 この プロ グラ ム を わずか に 修正 し て 
S=13 十 23 十 38 二 …… 十 N3 
や 
S テ 1X2X3 十 2X3x4 十 8X4X5 十 …… 土 N(N+1)(N 十 2) 
を 計算 する プロ グラ ム を 作る の は ,。 た や すい 、 
余力 が あれ ば 
ーー が パオ 1 
S=4 es の 5 44 + 定 
を 計算 する プロ グラ ム を 書き , IN を で きる 限り 大 きく し て 実行 し て 
の 6 
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回 非 規則 的 な 数 の 和 と 平均 
規則 的 な 数 で な く て も , 和 を 求め る こと は で きる . 
次 の プロ グラ ム は , た と えば 1 クラ ス の 生徒 の 平均 点 を 求め 


る こと な ど に 利用 で きる 。 


20 REM 数 値 デ ー タ の 分 析 
30 REM 平均 値 を 求め る 
40 REM -------ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
50 $=0 

60 INPUT " 何 個 の デー タ を 入力 し ます か ?",N 

70 FOR I=1 TO N 

80 PRINT 1:" 番 目 の デ ー タ を 入力 し て くだ さい . " 

90 INPUT X 

100 $=S+X 

110 NEXT I 

120 MEAN=S/N 

130 PRINT 

140 PRINT N:" 個 の デー タ の 総和 は 、" :$:" です. 『" 

150 PRINT "これ ら の 平均 は " :MEAN:" です. 『" 


「 何 個 の デー タ を 入力 し ます か 」 の 質問 に 答え を て, た と えば 10 
を 入力 する と , 
「70 行 目 て 110 行 目 」 
2 1 2 Se 。 エー10 に つい て 10 回 実行 きれ , (11 
回 目 に 入っ た と ころ で ,。 ルー プ か ら 脱 出す る ), その 間 に 入 力 き 
れ た 10 個 分 の デー タ の 和 が , S に 格納 され る . 


この S の 値 を , デー タ 数 N で 割れ ば , 平均 が 出る . 
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10 
20 
1 ーー 
30 0 3226 
40 
50 S の 初期 化 (初期 値 と し て 0 を 格納 する ) 
60 デー タ の 個数 
メイ ン ・ ル ー チ ン 
条 デー タス 入力 
新しく 入力 され た デー タ の 値 を S に 加え , それ を 始め て S 
商 の 値 と する . 
120 平均 を 求め る . 
130 
140 結果 出力 
150 


研究 | 「 配 列 変数 」 を 使う と 。 も っ と 見 や すい プロ グラ ム が 書け る . 

「 配 列 変数 」 と は , 数 学 で いう 有限 数 列 の こと で , 
too oe 

と 数 字 で 書く と ころ を 。 ま ず 
DIM X(N) 

と 「 宣 言 」 し て お いて (N は その 前 に 値 が 決ま っ て いる も の と する ) 
XX( 員 5 区 (2)。 ie が でき 5 X(N) 

と 表す の で ある . 具体 例 に つい て は , eg p.206 


200  $4 計算 と コン ピュ ー タ 
回 関数 の 定義 


10 REM -------ーーーーーーーーーー ) 


20 REM 数 列 の 和 

30 REMM ------ーーーーーーーーーーー 

40 DEF FNA [N) =2#N-1 

50 REM 数 列 An を BASIC の 関数 と し て 定義 する 。 
60 REM ここ で は 、a (NM) =2#N-1 と し て いる 。 
70 PRINT' 数 列 の 和 を 計算 し ます 。" 

80 INPUT "数 列 の 項 数 を 入力 し て くだ さい 。'",N 
90 FOR I=1 TON 

100 $=S+FNA [[I) 

110 NEXT I 

120 PRINTS 


1 十 2 十 8 十 …… 十 z や 1・2 十 2・3 十 3・4 十 …… 十 2( 十 1) 
の よう な 規則 的 な 数 の 列 の 和 は , それ ぞ れ 
(2) 三 2。 の 7)ー(Zz 十 1) 
な ど と , 関数 2(z) を 定義 し て お け ば , いつ で も 
1) 十 2(2) 十 2(3) 十 …… 十 2(2) 
と 表す こと が で きる 。 
BASIC で は 関数 を 定義 する の に 
40 DEF FNA (N) =2*N-1 
の よう に する . DEF は , define (定義 むす る), FN は function 
(関数 ) に 由来 する . 
40 行 目 を .。 いろ いろ に , た と えば 
DEF FNA (N) =N 
DEF FNA [N) =N# (N+1) 
DEF FNA (N) =1/ (N# (NH1) ) 
な どい ろ い ろ に 変更 し て みよ . 
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II. 最大 公約 数 を 探す 
与え られ た 2 数 2, 2 の 最大 公約 数 を 見 つけ る に は , 
2 数 2, 2 の 素因 数 分 解 
が みつ か れ ば よい が , 後に 述べ る よう に , 2, の 値 が 大 きく 
な っ て くる と , コン ピュ ー タ を 用 いて も 。, 素因 数 分 解 は 難し く 
な る . これ に 対し , 以下 に 述べ る の は , ユー クリ ッ ド の 互 除法 
と 呼ば れる どん な に 大 き な 2 数 に 対し て も , その 最大 公約 数 
を 見 つけ る こと の で きる 極め て 効率 の 良い 方 法 で ある . 
まず 基本 原理 は , 
整数 2, の, 7, ヶ の 間 に 
三 9 十 ケ し (*) 
と いう 関係 が ある と き は 


で ある . 実際 , (*) が 成り 立っ て いる と き 
の が と 0 め ヵ の 公約 数 一 才 2 は ヶ の 約 数 
一人 ⑦ は と ヶ の 公約 数 
の が の と ヶ の 公約 数 一 人 つ 2⑦ は 2 の 約 数 
の は Z と ら め の 公約 数 
だ か ら で あ る . 
それ め ゆえ , 2 数 。。 の が 与え られ た と き , とら で 割っ て 余り 
ヶ を 求め る と 2 と ちの 最大 公約 数 を 求め る か わり に , の と ヶ 
の 最大 公約 数 を 求め れ ば よい こと に な る . た と えば 
g 三 128 ヵ 王 36 
の と き は 
128 ニ 36x3 十 20 
と な る の で , (128 と 36 の 最大 公約 数 ) ニ (36 と 20 の 公約 数 ) 
と 浴 る . 
以下 同様 に し て , 考え る べき 2 数 を どん どん 小さ くし て いけ 
ば , ぃ いずれ 余り と し て 0 が 出る (つま り 割 り 切 れる ) こと に な 
る . この と き 最 後 の 除 数 が 求め る 最大 公約 数 で ある . 
36 王 20※1 十 16 
20ー16X1 十 4 
16 デ 4x4 填 0 ーー 最後 の 除 数 は 4 ク 
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還る す すす すす すす すそ すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす すす す 1 
'* ユー クリ ッ ド の 互 除法 * 
* 与 えら れ た 二 数 の 最大 公約 数 を 見 つけ る アル ゴリ ズム * 
還 ます する すす する する すす すす すす すす すす すす すす すす する する すす すす すす すす すす すす すす すす すす 3] 
*NYUURYOKU REM デー タ の 入力 

PRINT " 二 つ の 正 の 整数 を 入力 し て くだ さい . " 

INPUT 'a=",A 

INPUT 'b=",B 

IF A<=0 0R B<=0 GOTO *NYUURYOKU 

IF A<>INT(A) OR BINT(B) GOTO #NYUURYOKU 

RNNII 計 8= 和 02A 敵 D ニ HGH92 和 還 記 当 400GUOUAXGG292P9 
INPUT "Y に yes) /N no) ", J$ 

IF J$=Yn' OR J$="N' GO0TO *NYUURYOKU 

' 二 数 の うち 大 きい 方 を v、 小 さい 方 を 8 と お く 

IF =B GOTO 170 

ALPHA=B:BETA=A:GDOTO *G0JOHO 

ALPHA=A: BETA=B 

"以下 スーク リッド の 互 除法 

*G0J0HO 

QUOTIENT=INT (ALPHA/BETA 

GAMMA=ALPHA-BETA#DUOTIENT 

PRINT ALPHAI' :BETAI' xi:000TIENT 1 :GAMMA 

IF GAMMA=0 GOTO #SHUURYO 

ALPHA=BETA:BETA=GAMMA 

G0T0O *G0J0HO 

*SHUURYO REM 計算 終了 

G(M=BETA 


PRINT 'a と b の 最大 公約 数 は " :GCM:" で す . 『 
IF GCM>1 GOTO *OSHIMAI 

PRINT "つま り 、』 と b は 互い に 素 で す . ”" 
#USHIMAI 

END 


華 冠 この プロ グラ ム で は , 。。 らち に あま り 大 き な 値 を 指定 する 
とこ と は で き な い ,。 た めし に 


e 三 111111111 


6 三 111111 和束 。 
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リマ ー ク 文 (REM) の 代わ り に , : (アポ スト ロフ ィ ー) が 
使え る . 


この 行 に *NYUURYOKU と いう 名 前 (ラベ ル ) が つけ られ る . 
する と 以後 “GOTO 50" の か わり に “GOTO *NYUURYOKU" 
と 表現 で きる の で ,。 わかり易い . 


A, B の 値 の 入力 


A ミ 0 また は BS0 だ っ た ら 入 力 や りな お し . 
A, B が 整数 で な か っ た ら , 入力 や りな お し . 


入力 結果 の 確認 


リマ ー ク 文 は , 途中 で も 使え る . 
2 数 A, B の うち 大 きい 方 を ALPHA, 小さ い 方 を BETA 
OR 
ページ 9 
この 行 に , *G0JOHO と ラベ ル が つく 
正 の 整数 。 2(Z ミ =) に 対し 
g 三 の Xg 十 7 (0 ミ 7 ミ /) 
と な る 2 数 2, ヶ を 求め る . (INT に つい て は , 次 頁 を 見 よ .) 


7? キ 0 な ら , 8 と 7 を , 新しい o, /。 と し て 。 200 行 一 220 
行 を 繰り 返す . 


「 互 い に 素 」 の 場合 は , 特別 の メッ セー ジ を 追加 する . 


処理 を 終了 する た め の 命令 (必須 で は な い .) 


160 行 目 な ど で 使 われ て いる “: ” (コロ ン ) は 本 来 2 行 以上 に 分 


け て 書く べき も の を 1 行 に まとめ て 表す た め の 記 号 で ある . 


グ 0 タ を SM 還 計 民間 と ジン コー タ 


皿 . 素 数 
素数 と は , 1 と 自分 自身 の ほか に 約 数 の な い 数 で ある . この 
定義 に 基づい て , 非常 に 大 きい 数 が 素数 で ある か 否 か を 判定 
する こと は 困難 だ が , 比較 的 小さ い 数 の 範囲 な ら , パソ コン で 
素数 を リス ト ・ ア ッ プ する と と が で きる 。. 
2 を 除く と 素数 は すべ て 奇数 な の で , 奇数 の 中 で 素数 を 探 
す の が 能率 的 で ある . 
判定 すべ き 奇 数 A に 対し , A 未満 の 奇数 
dB SI oe 。 AA 一 2 
で A を 割っ て (A/T), その 整数 部 分 を 求め (INT(A/1)) 
それ に I を か ける (INT(A/I) *I) と , A 以下 で 1 で 整 除 で き 
る 最大 数 が 出る . A 自身 が 1 で 整 除 で きる と き に は , これ が 
A に 等 し く な る . この よう な こと が 1 回 で も 起き た と き は , A 
は 素数 で な い , 1 回 も 起き な いと き は 。A は 素数 で ある と 判定 
され る . 
この 原理 に 基づい て , 3 以上 の 素数 を 順に 見 つけ て いく プロ 
グラ ム が 次 の も の で ある . この プロ グラ ム は STOP キー で 強 
制 的 に 中 断 し な いと , 永遠 に (エラー が 出る まで ) 続行 され る . 


ロロ [ブロ グラ ム 例 8 


10 CS 
間 
30 A=3:N=1 


50 素数 判定 ルー チン 
60 FOR I=3 TO A-1 STEP 2 
70 IF INT(A/I) *I=A THEN A=A+2:GOTO 60 
80 NEXT 
90 ! ----ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
100 PRINT W 個 目 の 奇 素数 ":A 
に 0 AcA2:N=Nt1:GOTO 50 
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左 の ペー ジ の プロ グラ ム の ポイ ント は 
70 IF INT(A/I) *I=A THEH A=A+2:G0TO 50 
225 ま 80 
A が 1 が 割り 切れ た ら , A に 2 を 加え た も の を 改め て A と お いて , 
FOR-NEXT ルー プ か ら 脱 出せ よ . 
と いう 命令 に ある . (80 行 目 の NEXT を 通過 する と , 1 の 値 を 1 増 や 
し て 60 行 目 に 戻る (つまり FOR-NEXT ルー プ の 中 に と ど ま る ) が , 
GOTO 60 で 80 行 目 を 飛ば す と , 一 旦 , FOR--NEXT ルー プ か ら 脱 
出し , 新しい A の 値 に 対し て FOR-CNEXT ルー プ を 始め る こと に な 
る .) 


[ 注 ] 30 行 目 , 70 行 目 , 110 行 目 の : (コロ ン ) は , すでに 数 回 使っ て 
きた よう に , 2 行 に 分 け て 書く べき 命令 を 都合 に より 1 行 に まとめ て 
書く と き に 使う も の で ある 。. 


10 画面 の 文字 を 消去 (Clear Screen) 
20 

30 A の 初期 値 三 3。 N の 初期 値 1 
40 

a ] リマ ー ク 文 

60 

70 素数 判定 ルー チン 

80 

90 IS ラク 5 

100 


110 A に 2 を 加え た 数 を あら た め て A と し て ,。 繰り 返す . 
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コロ (プログ ラム 例 9 ) 


キキ キキ キネ キキ キキ ネネ キネ キキ キネ ネネ キネ ネネ キネ キキ キキ キキ キキ キネ キネ ネネ キネ キキ キネ キキ ネ キ キキ ネネ キ 
"与え られ た 数 以下 の 素数 を すべ て 探し ファ イル に 出力 する 。 
| キキ キキ ネネ キネ キネ キキ キネ キキ キネ キキ キキ キキ キキ キキ キキ キネ キキ キキ ネネ キキ キキ キキ ネネ キキ ネネ ネネ キネ キキ キ 
DIM 5S (10000) :5 (1) =2 :C0UNT=1 
INPUT "いく つ 以 下 の 男 囲 で 素数 を 探し ます か ?",LIMIT 
PRINT" 大 き な 数 が 指定 され た と き は 少し 時 間 が か か り ま す 。" 
ーーーーー 素数 リス ト 作 成 ル ー チ ン 。--------ーー-ーーーーーーーーーーー 
FOR N=3 TO LIMIT STEP 2 
FOR J=3 TO N-1 STEP 2 
IF INT(N/J) *JN THEN 130 
NEXT J 
(OUNT=C0OUNT+1:S (COUNT) =N 
NEXT N 
"ーーー- 素数 リス ト 表 示 。 ------------ーーーーーーーーーーーーーーーーー 
FOR I=1 TO0 COUNT 
PRINT USING "##f ":S 和 [) : 
NEXT 
PRINT:PRINT 
PRINT USING " 多 鍵 # まで に 素数 は " :LIMIT 
PRINT USING ”" # 拉 拉 個 在り ます 。" :COUNT 
| 28400 9) 2 7251 ニョ ョ ュー ュー 
INPUT "ファ イル に 保存 し ます か ? (Y/N)",1$ 
IF I$="N' OR IT$="m THEN 350 
IF 1$"Y" OR 15="7 THEN 250 ELSE 220 
INPUT "DRIVE (for example, =':D$ 
INPUT "FILE NAME (for example SOSUU) =' :F$ 
INPUT "TYPE NAME (for example DAT) =" :T$ 
OPEN D$1 :"1F$1". "1T$ FDR OUTPUT AS 机 
PRINT #, LIMIT 
PRINT #, COUNT 
FOR I=1 TO (OUNT 
PRINT , SI) 
NEXT 
(CLOSE 
PRINT "終了 1!" | 


END 
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素数 を 小さ い 順に 格納 する た め の 変 数 

S1)。S(2), ……, S(10000) 
を 準備 する . 2 は , 素数 の 中 で 唯一 の 偶数 で ある か ら 特 別 扱 
いし て ,。 は じ め か ら S(1) 三 2 と し て お く . 
Nー3 と し て スタ ー ト 


N が , N 未満 の 奇数 で 割り 切れ る こと が ある か 否 か の 判定 
ルー チン 


N が 素数 と 判定 され た ら , COUNT 番目 の S の 値 。 つま り 
S (COUNT) に その 値 を 格納 


これ は , 素数 を 4 桁 表示 に 統一 し て 表示 する た め の 命 令 


ファ イル 名 を , ドラ イブ 名 , ファ イル 名 (半角 英 数 字 8 文字 
以内 ) , 拡張 子 (半角 英 数 字 3 文字 以内 ) の 順に 入力 (よく わ 
か ら な けれ ば SOSUU. DAT と すれ ば よい .) 

書き 込み 用 に ファ イル を 用 意 


ファ イル へ の 書き 込み 
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(ブログ ラム 例 10 | 


の nw 
軸 司 素因 数 分 解 

20 ON ERROR GOTO 330 

MM MANMU 0 \ み 込み ます 。" 

40 '$0SUU.DAT が な い 場 合 に は 、 そ れ を まず 作っ て 下さ い 。 

50 OPEN "S0SUU.DAT" FOR INPUT AS 机 

60 INPUT #1 LIMIT NUMBER:DIM PRIME (NUMBER) 

70 FOR I=1 TO NUMBER:INPUT 寺 ,PRIME ([) :NEXT 

80 CLOSE 

90 PRINT:PRINT:PRINT 

100 INPUT "素因 数 分 解 し た い 整 数 を 人 力 し て 下さ い 「 

110 PRINT:PRINT "只今 計算 中 …・・…・ 

120 DIM POW (NUMBER) :K=1:XX=X 

130 IF XLIMIT THEN 290 

140 0=INT (XX/PRIME (K) ) : R=XX-0*PRIME 【K) 

150 IF R=0 THEN XX=XX/PRIME (K) :POW (K) =POW (K) +1 ELSE K=K+1 

160 IF XX>=PRIME(K) THEN 140 

170 K=K+1 

180 BUNKAI$="":L=0:DIM FACTR6(K) :FOR I=0 TO K:FACTRS([) "ENEXT 
190 1I=0 

200 IF NOT POW(I) =0 THEN ELSE I=I+l:IF I<K THEN 200 ELSE 240 
210 S$=STR$ (PRIME ([) ) : P0WS$=STR$ (POW ([) ) 

220 FACTR$【【L) =RIGHT$ (5$, LEN (5$) -1) 1 "+RIGHT$ (POWS$, LEN (POWS$) -1) 
230 LL+1:I=I+1:IF I<K THEN 200 

240 FOR I=0 TO L:BUNKAI$=BUNKAISTFACTRS([T x ":NEXT 

250 BUNKAI$=LEFT$ (BUNKAI$, LEN (BUNKAI$) -5) 

260 PRINT:PRINT "で きま し た !":PRINT:PRINT X:" =":BUNKAIY 

270 ERASE POWFACTR$ 

280 PRINT:PRINT:GDTO 100 

290 PRINT 登録 され て いる 最大 素数 は " :PRIME (NUMBER) "で す 。”" 

300 PRINT "これ より 大 き な 素 因数 が ある と き に は 正しく 分 解 で きま せん 。" 
310 INPUT "一 応 実行 し て み ま す か ? Y(es) /N (o) ?", J$ 

320 IF J$="m OR J$="N 6G0T0 100 ELSE 140 

330 BEEP:PRINT:PRINT:PRINT "エラ ー が 発生 し まし た 。" 


340 PRINT "入力 し た 数 が 大 きす ぎる か 、505UU. DAT が あり ませ ん 。”" 
350 PRINT' 終 了 し ます ":END 
ーー ーー 
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エラ ー が あっ た ら , メッ セー ジ を 表示 し て 処理 を 終了 する . 


素数 の 小さ い 順 に 列挙 し た ファ イル SOSUU. DAT を 読む . 
これ に は 最初 に 。 リス ト の 上 限 と り リスト ・ ア ッ プ され て いる 
素数 の 個数 が 書か れ て いる . 


初め 。 Kー1 と し て , K 番 目 の 素 数 で , 与え られ た 整数 を 割 
り 切 れる だ け 割 る . 何 回 割り 切れ た か は , POW (K) と ぃ う 
変数 に 記憶 され る . 


素因 数 分 解 の 結果 を 文字 列 と し て 表現 する た め の 変 数 . 
FACTR$ を 用 意 し て いる . 


入力 され た 整数 X の , 素因 数 分 解 表示 BUNKAI を 作る . 


次 の 計算 の た め の 準 備 
始め に 戻る . 


大 きい 数 が 入力 され た と き の リ スク を 警告 


「 強 行 」 の 指示 が あれ ば , や っ て みる 。. 


27 の $ 4 。 計算 と コン ピュ ー タ 


IV. 関数 の グラ フ 

パソ コン を 利用 する こと の 最大 の 長所 は , 画面 に 図 を 描か 
せる こと と (グラ フィ クス ) で ある が , 残念 な こと に BASIC は , 
グラ フィ クス 関係 の 命令 に 関し , 多く の < 方 言 > が あっ て 統一 
が と れ て いな い . 

それ 以上 に 残念 な の は , 指導 要領 の 関係 か ら グ ラフ ィ ク ス 
関係 に つい て は 。 数 学 A 人 で は まっ た く ほ と ん ど 扱 われ て いな 
いこ と で ある . 

本 書 で は , パソ コン に お ける グラ フィ クス の 重要 性 に 鑑み , 
わが 国 で 最も 普及 し て きた NEC 製 PC 9801 シリ ー ズ 用 の 
N88BASIC で 実行 で きる , 2 次 関数 の グラ フ の プロ グラ ム を 
以下 に 載せ る . 他社 製 の パソ コン で も , ほとん ど そ の まま か , 
わずか な 修正 で 動く は ず で ある . 


ここ で 使わ れ て いる グラ フィ クス 関係 の 命令 は , 次 の 2 つ 
だ け で ある . 


旧 NNUEE 還 5: 指定 され た 2 点 を 両端 と する 線 分 を 描く 
[ 例 」 IINE (-5, 0) - (5, 0) 
PSBINI eeex 指定 され た 座標 に 1 点 を 表示 する 


PSET (50, 70) 


曲線 の グラ フ は , 定義 域 に 属す る > の 値 を ほん の わずか 
(XWIDTH) ずつ ずら し な が ら 対 応 す る ヵ の 値 を 求め . こう し 
て 定まる (>, ? ヶ ) を 1 個 ず つ 表 示す る , と いう (人間 に と っ て 
は 気 の 遠 く な る よう な , 退屈 な ) 作業 の 反復 (DOTS 三 2000 回 
の 反復 ! ) に よっ て 描か れ て いる . 
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20 REM グラ フ 
REM ----ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
PRINT "放物線 の グラ フ を -10<x<10, -10<y<10 の 範囲 で 描き ます . " 
PRINT "yaax 2 + bx+c の 係数 ab,c を 順に 入力 し て くだ さい .『" 
INPUT 'a=",A 
INPUT 'b=",B 
INPUT 'c,C 
INPUT 'x の 変 域 の 最小 値 は ", XMIN 
100 INPUT 'x の 変 域 の 最大 値 は ", XMAX 
110 LINE [-5, 0) - (5. 0) 
120 LINE (0, -10) - 0, 10) 
130 XWIDTH= (XMAX-XMIN) /2000 
140 FOR I=1 T0 1000 
150 XXMIN+XWIDTH*I 
160 Y=A*X~2+B*XTC 
170 PSET(X, -Y) 
180 NEXT ! 


cie 


110 行 は x 軸 , 120 行 は , ヶ 軸 の 表示 

130 行 で は , > の 変 域 の 幅 ( 最 大 値 一 最小 値 ) を 2000 等 分 し た 値 を 
XWIDTH を 定め る . 

140-180 行 が 、 グ ラフ を 描く た め の メ イン ・ ル ー チ ン 

170 行 目 で PSET (X, 一 Y) と な っ て いる の は BASIC で の 座標 
が 下図 の よう に 縦 軸 の 方 向 が , 数 学 の 習慣 と 反対 の た め . 
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回 [プログラム 例 12 ] 
ン 
10 REM ------ー--ー-ー-ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 
20 REM グラ フ 
30 REM ---------ー-ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 


40 CLS 3:SCREEN 3:WINDOW(-10, -12) - (10, 12) 

50 PRINT "放物線 の グラ フ を -10<x<10, -10<7<10 の 範囲 で 描き ます . " 
50 PRINT "yax 2 + bx +c の 係数 a, 5, c を 順に 入力 し て くだ さい . " 
70 INPUT "a=",A 

80 INPUT 'b=',B 

90 INPUT "c=',( 

100 INPUT "x の 変 域 の 最小 値 は ?", XMIN 

110 INPUT "x の 変 域 の 最大 値 は ?", XMAX 

120 LINE [-15, 0) - (15, 0) 

130 LINE (0, -15) - (0, 15) 

140 DOTS=2000 

150 XWIDTH: (XMAX-XMIN) /D0TS 

160 FOR I=1 T0 DOTS 

170 X=XMIN+XWIDTH*I 

180 Y=A#X 21B*X+C 

190 PSET (4, -Y) 

200 NEXT 1 

210 D=B 2-4#A*C 

220 IF D<0 60TO 310 

230 IF D=0 GOTO 290 

240 ROOTD=SOR 【!) 

250 X1= (B-RO0TD) / (2*A) :X2= (B+RO0TD) / (2#A) 

260 PRINT "x 軸 と 異な る 2 交点 を も ち ま す . " 

270 PRINT "それ ら の 座標 は " :X1:" と "2:" です. * 
280 GOTO 330 

290 PRINT "x 軸 と 、x=" :B/ (2*A) "で 接し ます . " 
300 GOTO 330 

310 PRINT "x 軸 と は 共有 点 を も ち ま せ ん . " 

320 GOTO 330 

330 END 

Ne ュー! 
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CLS 3 は 。 グラフィック 画面 の 初期 化 
WINDOW は , グラ フィ ッ ク 画 面 の 範囲 を 定義 


DOT 三 2000 の 右辺 を 変換 すれ ば , グラ フ の 精細 度 を 任意 
に 変更 で きる . 


判別 式 D 

D<0 の と き は , 実数 解 な し 

D ニ 0 の と き は 重 解 

ROOTD は 7B?-- 4 AC の 値 

X]1, X2 は , AX 上 BX+C ニ 0 の 2 つの 解 


ク 7 タ S 利 語 訴 上 SU ジン まァ ー ク タク 


10 REM 2 次 関数 の グラ フ の 移動 
20 CLS 3:PRINT " 2 次 関数 の グラ フ の 変化 を 描き ます . " 

30 INPUT "x の 変 域 の 最小 値 を 人 力 し て くだ さい . 『, XMIN 

40 INPUT "x の 変 域 の 最大 値 を 人 力 し て くだ さい . ", XMAX 

50 DOTS=2000 

60 XWIDTH=XMAX-XMIN:XPITCH=XWIDTH/D0TS 

70 WINDOW (XMIN-5, -XWIDTH*. 5) - (XMAX+4, XWIDTH*. 5) 

80 LINE (XMIN-5, 0) - (XMAX+5, 0) 

90 LINE (0, -XWIDTH) - (0, XWIDTH) 

100 PRINT "7=atk 2 + bx +c の 係数 a, b, c の 初期 値 を " 

110 PRINT "順に 入力 し て くだ さい ." 

120 INPUT 'a=",A 

130 INPUT 'b=",B 

140 INPUT "ci, 

150 INPUT 'a,b,c の うち 、 ど れ を 変化 させ ます か ?", WHICH$ 
160 IF WHICH$='a GOTO 190 

170 IF WHICH$="b' G0TO 200 

180 IF WHICH$="c' GOTO 210 

190 INPUT "どれ くら い ず つ 変化 させ ます か ?”", AINC:GOTO 220 
200 INPUT "どれ くら い ず つ 変化 させ ます か ?",BINC:GOTO 220 
210 INPUT "どれ くら い ず つ 変化 させ ます か ?",(INC 

220 INPUT " 何 個 描 きま すか ?",HANPUKU 

230 FOR 』=1 TO HANPUKU 

240 PRNI8= 当 25 Bi 二 60 

250 FOR !=1 TO DOTS 


250 た た XMINTXPITCH#I 
270 Y=A#X 21B*X1( 
280 PSET (%, -Y) 

290 NEXT 


300 IF WHICH$ デ sa GOTO 330 
310 IF WHICHSb GOTO 340 
320 IF WHICH$="c' G0T0 350 
330 A=ATAINC:GOTO 350 

340 B=B+tBINC:GOTO 360 

350 (=C+CINC:GOTO 360 

350 NEXT J 
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WINDOW を , X の 変 域 に 応じ て 設定 
ヶ 軸 
ヶ 軸 


IF WHICH$="a OR WHICH$=" AM の よう に , 小文字 , 
大 文字 の 違い を ユー ザ が 気 に し な く て よい よう に する と , 
より 親切 


増分 (increment) を 指定 


1 組 の 2。 の, c の 値 に 対し 6,。 の 。c の 値 を 変更 し て 
三 @ の Z“ 十 / 十 c 250 一 290 
の グラ フ を 表示 を 反復 


ク 76 


epos 
「1 そ 3X3 キ 1 1! ?」 


依 卓 で 員 だ (中 | SL IS 3 思い の う キ 
ー を 押す と , 表示 窓 に の よう な 結果 が 出 て , 正 
し い 答 で ある が 出 な いこ と が ある . これ は , 電 
卓 が 1 テ 3 を 計算 し 終え た 段階 で , 無限 小数 で ある べき この 
値 を 0.333333 と 有限 小数 に “丸め て ” し まう た めで ある 。. 

電卓 が 用 いる の は ,。 所 診 有 限 個 の 記憶 装置 に 過ぎ な い の で 
無限 小数 それ 自身 を 処理 する こと は で き な い か ら ,。 これ は , 
電卓 を 利用 し た 計算 の 本 質 的 制約 と いわ な けれ ば な ら な い . 

と ころ で 最近 の 電卓 の 中 に は , 表示 され な いも う 1 桁 分 の 
記憶 を 装置 の 中 に も っ て いて ,。 それ を 四捨五入 か る こと に よ 
っ て , 表題 の よう な 間違い を 回 避 す る 機能 を も っ て いる も の 
も ある 。. 


0.333333]3 0.9999999 等 肌 
= 3 を か ける 1 
表示 部 分 ここ を 四捨五入 


し か し , これ は , 見 か け 上 の 回 避 策 に すぎ ず , か えっ て , 
電卓 や パソ コン に よる 数 値 計算 の 理論 的 制約 か ら , ユー ザ の 
目 を そら す も の で ある . 
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本 セク ショ ン で は ,。 内 容 が 数 学 A の いく つか の 単元 に また が 
る 問題 , ある い は , 各 単 元 の 深い 理解 と 粘り 強い 思考 が 要求 され 
る 問題 を 扱う . 独力 で 解決 で き な く と も 。, 解答 を 熟読 し て し っ か 
り 理解 で きれ ば , 著者 達 の 意図 は 達成 され る . 難解 で あれ ば ぱ , 初 
読 の 際 は 読み と ば す 手 も あ ろう . 
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ある 整 式 7/(x) に お いて , 
7(? う = ァ z7(Z キ 1 一 2z 全 222 0 mm (*) 
が 恒 等 的 に 成り 立つ と いう . 
(1) 70)= ヂ (1)=7(2) ニ 0 で ある こと を 示せ . 
(2) 7(Z) を 求め よ 


623SEERGERARGS308 光 OHRSPEE5EEE322NSSS2SGSE2SRB2SRREIGRERSDSERSESESSSS 2 


[アプ ロー チア (*) が 恒 等 的 に 成立 する と いう こと は , > に どん な 値 を 
代入 し て も 成立 する ,。 と いう こと で す . 


(《00 (*)。 ヵ 三 0、 1 一 ! と あく 6。 
7(0=0, 7(1)= ニ 7②⑫②, 7(1)= ニ ー7(0) 
7(0)= ニ (1)= テ (2)= テ 0 
が 得 ら れる . 血 
ア 7( 々 ) は ( 2 ) 7(z) が , 異な る 3 つの 値 に 対し て 0 と な る 
ァ ( ァ ー1)( ァ ー2) 計 が , 恒 等 的 に 0 で は な い の で , (>) は 3 次 以上 の 整 
を 因数 に も つ . 式 で あぁ る . 
そこ で ,。 7(y) を ぁ 次 式 (2 生 3) と する と, (*) の 
左辺 は 2z 次 式 ,。 また "7(z 十 1) が z 十 3 次 式 で 
2 十 3=6>4 共 ある こと より , (*) の 右辺 は z 十 3 次 式 と な る . 
よっ て ,(*) の 両辺 の 次 数 を 比較 する こと に より , 


7(>) が 3 次 式 区 2z 三 z 十 3 … 2 三 3 

で ある こと が 分 と な る . し た が っ て , (1) を 考慮 し , 

か っ た . 7(z)=gz( ァ ー1)( ァ ー2) (< は 定数 ) 
選 光 県 Ei り 5 叉 と お ける 。 すると, 

人 げ (z う 三 Zz2(72 二 10(zー2) 

げ (④) 三 242 ーgy"ー3gz* 十 2gy* 

と な る の で ァ ザ (z 二 1) 一 27*? 二 2z* 

間 電 is ー デ "2(eT0z(z0ー2g122 
2 ト ーg7"ー(Z 十 2)7* 十 2 
EAN203020000J00/0RMU2203220 コ 24 
か ら g デ 1 を に 52 で の 3L 
導く と と も で き 22 三 2 

る が , 必要 条件 が 得 ら れる . 

に 過ぎ な い . ゆえ に , 求め る 整 式 7(z) は 


(>) テ ァ ( ァ ー1)( ァ ー2) 
で ある . 
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(1) 7z) を 整 式 と する . 
任意 の * に つい て , 7 げ (z 十 1) テ 7(z) が 成り 立つ た め の 
条件 は , 7(z) が 定数 で ある こと を 示せ . 
(2②) 任意 の xx について, 7(z 二 1) 一 27(>) 二 (メー1) ニ 0 …(*) 
を 満た す 整 式 /() を 求め よ . 
(1) 7(z) を 次 (z=1) の 整 式 と し , 最高 次 の 
係数 を 2 (2 キ 0) と お く と, 一 般 に 
(x 十 1)* 一 な 


と な る と こと か ら , (> 十 1) 一 7(z) は 一 1 次 の 整 式 で , 
最高 次 の 係数 は zzZ で ある . 
よっ て , 恒 等 的 に 7(> 十 1) 一 (z) ニ 0 と な る こと は 
な い . し た が っ て , が ( ヶ ) は 定数 で な く て は な ら な 財 必 要 条 件 
い . 逆 に , 7(z) が 定数 で ある な ら ば , 
げ ( 々 1) 一 7(z)0 
が 恒 等 的 に 成立 する の は 明らか で ある . 上 十 分 性 の チェ ッ ク 


( 2 ) (*) は , 7(z 二 1) 一 7Z) ニ 7(z) 一 パパ ァ ー1) 
と 変形 され , 7(>)= テ (>) 一 7( ァ ーー1) と お く と , 
が ( ァ 十 1) ニ が () 
とる 訴 よ 3 つ 0 が) ボ り (7 ま 和 上 
7(z 十 1) 一 バァ ) は 定数 で ある . 
そこ で , (1) と 同様 な 考察 (* *) に より , (*) が 成り 
立つ た め に は , 7( ヶ ) の 次 数 が z ミ 1 つま り , 
げ (>) テ gz 十 の 
で な けれ ば な ら な い . 
逆 に , この と き , (*) が 恒 等 的 に 成立 する こと は 代 
入 す る こと に より 確 め られ る . 人 各自 代入 せよ . 
以上 より , 求め る 整 式 /(z) は 
7(z) ニ gz 十 5 (2, 5 は 任意 の 実数 ) 
で ある 。. 
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B. 503 ー 
任意 の 整 式 (>) に 対し ,。 つね に 
Xe%) 居 70 | ふい eS (*) 
が 成り 立つ よう な 1 次 以下 の 整 式 /( ヶ ) を 求め よ . 


[アプ ロー チ ツ > 任意 の 整 式 2(z) に 対し , (*) が 成り 立つ な ら ば 特定 の 
整 式 (>) に 対し て も ,(*) が 成り 立つ は ず で す 。 そこ で 9(>) と し て 
何 か , 典型 的 な も の を 選ん で み ま す . 


1 次 以下 の 整 式 計 アプ (z) ニ ZZ 十 の と お く と , (*) は , 


げ (>) は @z 十 5 gg(z) 十 6 王 の (Zr すり ……… (**) 
と お ける 。. と な る . 

9(z) の 与え 方 多 そこ で , g(z) ニ >? と お く と 。(**) は 

は 自由 ! gz“ 十 ヵ 三 (Zz 十 の )* 


gy“ 十 6 王 の Z“ 十 220z 十 7 
と な り , これ が 人 恒 等 的 に 成立 する こと より , 


g 三 の g(Z 一 1) テ 0 
0 三 2 の 7/ に 0) 
の 三 が (5ー1)= テ 0 
2 つ 5 
任意 の 整 式 の ⑦) 牙 。 [2 ニ 0 .、[Zg= テ 0 12 二 ! 
に つい て (*) が 9 財 | IM 関 


成り 立つ た め の が 得 ら れる . 
必要 条件 . と ころ で , G), ⑳ の 場合 ,。 それ ぞ れ 
2 1 g 
の 7( 々 )) テ 9①1), L g プ ()) 三 200) 
と な る の で , 任意 の 整 式 2(x>) に つい て (*) が 成り 
立つ と と は な い 。 
まだ た 。 ⑪ の 場合 。 つ まり 。7(>) デ ァ の と き , 
(*) は , 
の ァ )ーg の ( 々 ) 
介 が 十分 で も あ 診 と な り , 任意 の 整 式 2(x>) に つい て 成り 立つ . 
る と と を 示し た . ゆえ に , 求め る 整 式 (>) は 
プア (Z) ニ ァ 
結論 は くだ ら な 双 で ある . 
い ! 
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(z* 十 2 ァ ー3) ア (>) 一 (> デー ァ ー2) 0(z) テ 1 
を みた す 整 式 (>), Q(z) を 考え る . 
(1) ① を 満た す 1 次 式 P(z)。 Q(z) を 求め よ . 
(2) (1) を 利用 し て ① を 満た す 2 次 式 P(z), O(z) を すべ 
て 求め よ . 


60 人 CNGE22SR9E2SECE 人 BSCEG326GXEESGSRSONZOR223NNNSYGVRD95MRIZRINKMDMGWSSOGMSNDR 


NB が 66696IGZSOSSES06NRBGGGASMNNGNN 


[アプ ロー チ > (1) の 方 は , (>) ニ Zz 十 め 。 の (Z) 三 cy 十 の と お いて , 係 
数 2, の, c, の を 定め れ ば よい (未定 係数 法 ) で し ょ う . (2) も , この 方 
針 で 解く こと も で きま す が , (1) を 利用 する と , は る か に 簡単 で す . 


(1) ア (z) モ ZZ 十 ち 
@(>) デ cy 十 の 
と お き , これ ら を ① に 代入 する と, 
(z? 十 2 ァ ー3)(Zz 十 の 一 (z*ー ァ ー2)(cy 二 の ) テ 1 
(zz" 十 (22 十 の 上 c 一 の z" 
十 ( 一 3z 十 25 十 2c 十 の ァ 十 (一 35 填 2Z) テ 1 
3002 の 誠 
これ が に つい て 恒 等 的 に 成立 すべ き で ある こと 
より , 条件 
の @ 0 
2g 十 め 十 c 一 の 0 
ー3g 十 2 十 2c 十 の 0 


ー3 の 十 2Z ニ 1 

を 得る . 

この 連立 方 程 式 を 解く と 
ar 演 生還 
6=5WFー0 
7 ミ ム 
<ー26* ダー20 

と な る 。. 

(の だ の つの 


Po)= 間 テー の の = 葛 テ す 


クタ 
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① は ① と 同値 基 


で ある . 


還 究 


で 2N レ 
7 十 6y 三 C 


( 2 ) 1) で 求め た 1 次 式 P(z),。 O(z) を それぞれ 
()。 9(z) と する と , 
(z* 二 2 一 3) が (z) 一 (xy*ー ァ ー2)2o(Z) モ 1 …… の ②) 
が 成立 する . 
ゆえ に , ①ー⑨ よ り , 
(z" 十 2 ァ ー3)(P(>) 一 ( 々 )) 
ー(z"ー ァ ー2)(@() 一 go(y)) テ 0 
(z? 十 2 ァ ー3)(P(z) 一 (z)) 
三 ( ア メー ァ ー の (の ②) 一 の (Z)) …… ① 
が 得 ら れる . 
①' の 両辺 は , 互い に 素 な z* 十 2 ァ ー3 と z*ー ァ ー2 
の 倍数 で ある か ら , (y“ 十 2 ァ ー3)(z*ー ァ ー2) の 倍数 
で ある . 
ア ( ヶ ), @(z) の 次 数 に つい て の 仮定 より , ① の 両 
辺 は , 
ん (z? 十 2 ァ ー3)(z?ー ァ ー2) 
(を は 0 で な い 実 数 ) 
34 く GIOSEGS き CD 
人 の 
Q( ヶ )ーgo( ヶ ) ニ ん (7 十 2 ァ ー3) 
を 得る . 
し た が っ て 


1 
Z( 々 )= ニ (デー テー ジ 二 マー 
5 
20 
(た だ し , ん は 0 で な い 任 意 の 数 で ある .) 
が 求め る 2 次 式 (>)。 O(>) の 一 般 形 で ある . 


た 解法 は , 整数 y。 y に つい て の 1 次 方 程 式 
(2, 2,。 c は 与え られ た 整数 ) 


6(z) テ ん (>* 十 2 ァ ー3) + 齋 テ 


の 解法 (A1.E 2) と 本 質 的 に 同じ で ある . eo B.144 
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互 . 品 口 号 Ei 
AB=z, AD テム の 平行 四辺 形 ABCD の 1 つの 頂点 じ を 
通る 直線 が 2 辺 AB, AD の 延長 と 交わ る 点 を それ ぞ れ 華 , 
Q ら まる 。 
(1) AP+AQQ の 最小 値 を 求め よ . 
(2) へ APG) の 面積 が 最小 と な る と き の BP。DQ の 長 さ 
を 求め よ . 


OS:CEHGGDW2CMOS 人 NT て で サンエー て IGEOSSk ろ RESSSP 


EE 


Boo 


(0 人 0 下 BE ニ の 還 DO 三 70 らら 385 介 選 二 2 の 08I 思 
の 実数 で 。 し か も , へ PBCo の へ CDQ より , 


GPS 
CD DQ 邊 是 200 導 7 
7ー の 0 ③① 
を 満た す 
EK つ )9( 


AP 填 BQ テ 2 十 の 十 ァ 十 み 
=g 十 5 十 27zy 王 6 十 5 十 2 の 

等 号 は , ① を 満た す 正 の 実数 *。 》 で , 

ァ ー ッ と な る と き , つま り , 

ッッ ー ャ 2 の 
の と き に 成立 する . 
よっ て , AP 二 A) の 最小 値 は 
g 十 の 十 272 の テ (7g 填 76 )*. 

( 2 ) 2AAPQ= テ AP・AQsinA 


(> 十 の )(2 填 の sim4 
三 (zz 十 z 十 gz 十 6 の )sin 4 


ー(222 十 z 十 22)sm 4 太 ① を 代入 
= テ (222 十 27・22 )sSm 4 用 sm4 ッ >0 
ー(222 寺 22 の)sin 4 太 ① を 代入 


へ APQ==22 の sm 4 
等 号 が 成り 立つ の は , ① を 満た す 正 の 実数 >。 》 で , 
py 三 g, と な る と き , つま り , 
ァ ー デ 6 かつ テム 
の と き に 成立 する . 
ゆえ に , 求め る べき 長 さ は , 
BP=g,。 DQ= テ ム . 
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に 1 に 1 自 | 到 コン あ で 王 で たま っ ーー CAE 
数 > は g>/2 を 満た す 実 数 と する . この と き 
な 
2=<+ 間 
820 は 2 より 央 きく か 2 ボ り 52I(a 近 
いこ と を 証明 せよ 。 
| アプ ロー チ > 証明 すべ き 結論 の うち 「o よ り も 2 に 近い 」 を 。 式 で 
表す に は どの よう に し た ら 良 いで し ょ うか . これ が ポイ ント で す . 


PT SSISEGEGRESRSR 


まず 。 と 72 の 大 小 を 比較 する . 
計 認 2 
2-Y2 = な (e+ 人 7 テ 


_ 〆 十 2 一 272g 
想 2Z 
ーー ア ed ポ (*) 
と な る こと か ら , 
2ー2220 | | 22/2 
で ある . し か も (*) は 
。 g-72=(o-72)x=Y 


に Pa と 変形 する こと が で きる 。 と ここ で , 


の 2 2 
oe 9 


で ある こと に 注意 すれ ば , 不等式 

2 くき (72 ) 
が 成り 立っ て いる . つま り , と 72 の 誤差 は , 
と 72 の 誤差 の 半分 未満 で ある . 


ゆえ だ 過 2 は 言 20 ま りり 天 き く 。 2 より 2 に 近 
い 値 で ある . 


[ 注 ] ge。 と 2 の 近 さ だ け を 問題 に する と き に は , 絶対 債 を と っ 
た 誤差 | ヶ ー ア 2 | 18 一 /2 | を 考え る べき で ある が , 上 の 解答 で は , 
2 と o,。 2 と の 大 小 が わか っ て いる の で , 絶対 債 を は ず し た 
形 で 議論 し て いる . 
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信 =1 邊 | プア 和 SRESPDG32S123 所 RIERSA 和 NBGIGORGS0SSTIDCYESS 了 652OECSNS0NEOSNNWSNDDDRIENcR 


の 。 の 2 …。 の z ) の 。 の 。 …。 の, は どれ も 0 で な い 実 数 と 
する . 実数 7 の 関数 

げ ( の = テ (27 一 の 7 十 (27 一 の) が 十 … 十 (2g 一 の 7 
が 。 つ ね に 0 以上 の 値 を と る と いう 事実 に 注目 し て , 不等式 

(カム 十 の め 十 CO 填 g の )* 

ミミ (2 る 十 の 2 十 … 十 g の の (67 十 が 人 十 … 填 う 

が 成立 する こと を 証明 せよ . 

また , 等 号 が 成り 立つ の は , どん な 場合 か 。 


SESH9GC2S5E3 


了 攻 還 7// り は , 7( の =(2 二 27 十 …… 十 g の ど 
ー2( み 万 十 2 の 十 …… 十 gz の ,)7 94 
十 ( が 2 寺 が 7 十 …… 6) タッ デア (の 


と いう の 2 次 関数 で ある . 初め に 与え られ た 7( の 
の 式 か ら , つね に /( り =0 で ある の で , 
(7( の の 判別 式 )/4 

ー( カ の 十 の 十 …… 十 g』 の が) 

に (る * 十 gz* 十 4 alie の の (の 7 十 * 十 SS コピ 6 


で ある . ① を 変形 すれ ば 求め る 不等式 が 得 ら れる . 時 
不等式 に お いて , 等 号 が 成り 立つ た め に は 
げ ( り テ 0 を 満た す 実 数 # の 値 が 存在 する こと が 必要 


220G あ る 
初め に 与え られ た 7 げ ( の の 形 か ら , これ が 成り 立 
つの は 
0 > こち 
の 1 の 2 27 


の と き , お よび その 場合 に 限る . 


[ 注 ] 本 問 で は , ヵ 」 の の 。 … の [の 。 あ 。 …,。 5, が “どれ も 0 で な い ” 
こと を 仮定 し た が , それ は 等 号 の 成立 条件 を 表現 する 都合 に すぎ ず , 
不等式 自身 は 一 般 に 任意 の 実数 ヵ 。 2 ぁ 。 …… 5 の が 2 の 1 の * ぅ > の に 
対し て 成立 する . この 不等式 は , コー シー の 不等式 (あるいは コー 
シー・ シ ュ ヴ ァ ル ツ の 不等式 ) と 呼ば れる 有名 な 絶対 不等式 で ある . 
特に , z 三 2 と z 三 3 の 場合 は , 数 学 B で 学ぶ ベク トル の 内 積 と 密 
接 な 関連 を も つ . 
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次 の お の お の が 成立 する た め の 実 数 2。 2, c の 満た すべ 
き 条 件 を 求め よ . 
(1) =0, 2 生 0, < 生 0 を 満た す ど の よう な 実数 *。 ヶ , < に 
対し て も つね に ,。 gy 十 6 み / 十 cz 生 0 が 成り 立つ . 
(2) zz?2 放 % 生 0 を 満た す ど の よう な 実数 z。2, % に 対し 
て も つね に , gz 十 6 十 cw 科 0 


SOSSRSSMGSSNESS906G2DDRSSNSHS20B 


[アプ ロー チア (1) は じっと に らん で いる と 答 が 見 えて くる で し ょ う . 後 
は これ を 証明 すれ ば よい だ け で す . この よう な 場合 少し 特殊 な 論法 
が あり ます . (tg B.503) (2) は (1) を 使う こと を 考え まし ょ う . 


( 1 ) z 生 0, 2? ミ 0, < ミ 0 な る 任意 の ァ 。?》, 
る だ 対し て 成り 立つ た め に は 特に 
メー1,。 2 テ 0,。 0 
に 対し て も 成り 立つ こと が 必要 で ある . 
よっ て , @*1 十 の ・0 十 c・0 デ Z 生 0 
で な けれ ば な ら な い . 同様 に し て , 
ァ ー0, 1。 ぇ 三 0 : テー0。 0, ぇ 三 1 
に 対し て 成り 立つ べき こと か ら , 
6 生 0:c=0 が 導 か れる . 
逆 に , 2 生 0、 の 生 0。 と 生 0 で ある と する と , ァ 生 0 
ヶ 全 0, < 全 0 な る 任意 の ァ , ヶ , る に 対し て , 
@Z 十 の / 十 cz 生 0 と な る こと は 明らか で ある . 
以上 より 求め る 条件 は 
cg 生 0 か つ 6 生 0 か つ c=0 


で ある . 

( 2 ) 一 2ー ァ 。 2 一 の ー9。 の る 々 と お け ば 
三 マ 十 み 十 る 。 の ーッ 十 々 。 の で あっ て, しかも, 
Z 且 の 竹 の 和 0 を Z 科 0。 2 人生 0。 る 生 0 

で ある か ら , 求め る べき 条件 は , 

「 ァ 且 0。 2 生 0, < 生 0 を みた す 任 意 の z。 72, る に 
対し て , g(z 十 2 十 る ) 十 (2 十 る ) 十 cz 生 0, すなわち , 
gr 十 (2 十 の z 十 (2 十 5 十 c)<= テ 0 が 成り た つ 」 

た め の 条 件 で あり , し た が っ て , 1) より , 
co 生 0 か つ g 十 6 生 0 か つ g 十 5 十 c=0 
が 求め る も の で ある 。. 
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GE あま SS お 7 


B. 508 = 
実数 zy。 ヵ に つい て の 条件 A を 次 の よう に 定め る 
A : ッ テー アデ 十 2 の 十 gー2 か つ 2 マッ パー(Z2ー2) 十 3. 
次 の (1)。(2) が 成立 する 実数 z の 値 の 範囲 を それ ぞ れ 求め よ . 
(1) どん な ヶ に 対し て も , それ ぞ れ 適当 な ゥ を と れ ば A が 
成り 立つ . 
(2) 中 対人 と ん SC 


対し て も が 成り 立つ . 


TDSNNNESSNITESEGASNMERRIERDSS 記 SN 


[アプ ロー チ > (1) と (2) の 区 別 が ポイ ント で す . (1) で は , 》 は > に 応じ て 
いろ いろ 変化 し て も よい の で す が , (2) で は , 〉 は > 々 に よら な い 値 で な 
けれ ば な り ま せん . 


アプ (>) テ ー ァ * 十 zz 十 (2 一 2) 
の?) デ ッ デ ー(g 一 2) 十 3 

( 1 ) 「 適 当 な ゥ を と れ ば 7(z) く 》 ヶ く 9(z) と な る 」 

の は , 7(z) く 9(z) の と き で ある か ら , 条件 は 「 す べ 

て の ヶ に 対し , 7(z) く g(z) が 成り 立つ 」 と 同値 で 

ある . 

7(>) く g(z) を 整理 する と 

2z*ー2(2 一 1)x 十 (5 一 の )>0 

と な る . これ が すべ て の yr に 対し て 成立 する 条件 は 
(z-1)* 一 2(5-2)= ニ ダー9 く 0 

で ある . よっ て 求め る Z の 範囲 は 一 3 く g<3. 


| ssc 


( 2 ) 「 ど ん な ヶ に 対し て も 7(z) く 2 ヶ く g(z) が 成り 
立つ 」 の は , (7(z) の 最大 値 ) く ヶ く (9(x) の 最小 値 ) 
の と き で あり , これ が 適当 な ヶ に 対し て 成り 立つ こ ッ ー9(⑯) 
と は , (>) の 最大 値 )<(g( ヶ ) の 最小 値 ) と 同値 で 
ある 。 


の ーー) 


2 
で ある か ら , 結局 (2) の 条件 は 
62 (22 
4 「9 の SO 4 


62) 


と 同値 で も ある. これ を 整理 する と 〆Z<8 と な る . 
よっ て 求め る の 範囲 は 一 2/2 こく g<27 2 . 
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B.51D ーーーーー 
2 十 ち と 25 を 5 で 割っ た 余り が それ ぞ れ 1 と 3 で ある 
よう な 整数 2。 2 が ある . 
(1) 〆 十 が , (2 一 の * を 5 で 割っ た 余り を 求め よ . 
(2) 2 2 を 5 で 割っ た 余り を 求め よ . 


ae S ッ エコ > っ rosesea3625 で SE2N25yemsYSEH2 つ SCO に InEHPrrHEErGE= で EGR 


| アプ ロー チ > 対称 式 の 計算 を ,「 余 り 」 に 注目 し て 書き 換え ます . 


A1E5II, 四 ・ 國 園 (1) 合同 式 を 使っ て 書く . 
を 見 よ . g 十 6 財 1 (mod.5) 。  ……… ① 
| 6 の 財 3 (mod.5) tt ② 
で ある か ら , 
の 十 の =(2 填 の "一 3z が (2 十 の 
eo 


に より 
の 十 の 圭三 3・3・1 (mod.5) 
4 (mod.5) 
ー98 圭 2 (mod.5) 。 [の 二 が 圭 2 。 (mod.5  ……… 《⑥) 
ー11=4 (mod.5) 隊 (m6d5) 馬 | 上: ④ 


を 得る . すなわち , の 十 の , (2 の を 5 で 割っ た 余 

り は , それ ぞ れ 2, 4 で ある . 

29 0* 圭 0 (mod.5),( 土 1)? 三 1 (mod.5) 
0 (mod.5) 

で ある か ら , ④ よ り 


2 一 の 圭 主 2 (mod5) 。  ……… ⑤ 
を 得る . そこ で ①⑤ を 作る と , 
5 2g 財 3 (mod.5) 憶 村 (mod.5) 
ー1 計 4 od.5) 放 た は 
NO 関 寺 (m8 和 8 2 三 3 (mod.5) 
rs C.4 > と な る が , 2・0 三 0 Gmod.5) 2.1 三 2 (mod.5) 


2・2 財 4 (mod.5) 2・3 主 1 (mod.5) 
2・4 財 3 (mod.5) 


で ある か ら , 
| g 財 4 (mod.5) | g 半 2 (mod.5) 
の 財 2 (mod.5) の 財 4 (mod.5) 


まつ (6G 博 20 と MI245NG 汗 57 た の は 肖 25 人 まま は 
4 と 2 で ある 。. 
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束 数 6。 6, c を 係数 と する 3 次 式 
7(z) ニ ァ " 二 27 十 z 十 c 
に 対し , 次 の 事実 を 証明 せよ . 
(1) ァ ) テ 0 を 満た す 有 理数 > が 存在 する な ら ば , は 
整数 で ある . 
2) パー1), 7(0), 7(1) の どれ も 3 で 割り 切れ な いな ら ば 
方 程 式 パ z)=0 6 は 有理 数 の 解 を 持た な い . 


人 NUM025 光 RSSESSIDSESSSORSS2EGESNIMNSbpaitaaesgetetssaacn ZS 本 5525SGERSEPSSSREASSHEDI 


①) と お いて ヵ ー1 を 示し ます . う が 既 約 分 数 


で ある と いう 仮定 も 忘れ ず に . (2) > を 3 で 割っ た 余り に 注目 し 
て , 7(z) テ 0 が 整数 解 を 持た な いこ と を 示し ます . 


(1) = ( ヵ と の は 互い に 素 ) が 


(>) テ 0 の 解 で や っ た と する と , 

(9+z()+6+e=0 

の ニーg9 の カー 6 が 一 c が 
ここ で 右辺 は ヵ で 割り 切れ る か ら , 27? も ヵ で 割り 切 
れる . と ころ が , 2 と ヵ は 1 以外 に 公約 数 を 持た な 
いか ら , ヵ 一 1 で な けれ ば な ら な い 。 時 
(2 ) ヶ > を 3 で 割っ た 余り を ヶ ( ヶ =0, 土 1) と する 
に 所 

プア (>) を 3 で 割っ た 余り 
= テル ( ヶ ) を 3 で 割っ た 余り 。 ……… ① 

が 成立 する . 仮定 に より げ (0), ( 土 1) は どれ も 3 で 
割り 切れ な いか ら , 任意 の 整数 > に 対し , /(>) は 3 
で 割り 切れ な い . 特に , どん な 整数 > に 対し て も 
ア 7(>) は 0 で な い . し た が っ て 7(?) 三 0 は 整数 解 を 
持た な い の で , (1) に より 有理 数 解 も 持た な い . 四 


[ 注 ] (⑪), (2) の 事実 は 一 般 の 整数 を 係数 と する 多項式 
げ ( 々 ) テ ァ 7 二 2" 二 の 守 2 十 … 十 cZ 十 の 
に 対し て 成立 する . また 7 げ (0)。 7(1)。…… ぅ > が (z 一 1) の どれ も z で 
割り 切れ な けれ ば , 7(z) テ 0 が 有理 数 解 を 持た な いこ と も , 同様 に 
し て 示せ る . 
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の ー1。 gz 三 1。 2z+2 三 の 1 十 の 7 

で 定まる 数 列 {2 に つい て 
(1) 2, が いつ 奇数 ・ 偶 数 に な る か 調べ よ . 
(2) を 3 で 割っ た 余り に つい て 調べ よ . 


EEESGESSHRNSASERES2SDEGSN5NSHNRNEERGDEODS 


EERSS3S2SCoSRGeSSon 


[アプ ロー チア これ は A2.8 で 紹介 し た フィ ボナ ッ チ 数 列 で す が , そこ 
で 与え を られ て いる 一 般 項 の 表示 式 は 本 問 に は 役立ち ませ ん . ここ で は , 
2 で 割っ た 余り , 3 で 割っ た 余り の み に 注 目 す る の で す . 


甘 還 (1) を 2 で 割っ た 余り を な ( 王 0, 1) 
と 表す こと に する と 
@ の は 手前 の 2 牙 。 z 王 (ちあ ュ 十 あ を 2 で 割っ た 余り ) 
つの 項 に よっ て が 成り 立つ . 
RDG の 最初 の 数 項 は 1, 1 0, 1。 1。 0, …… 
NE 本 と な っ て いる . 5。 は 手前 の 2 つの 項 に よっ て 決定 す 
6 N る が , ムー ム ニ 1, あー1 より {5,) は 周期 3 を 持 
つが わが の 還 よ : つ ま @ 
の gz は 偶数 
それ 以外 の と き gz は 奇数 


と な る . 
( 2 ) を 3 で 割っ た 余り を c, で 表す こと に する . 
ez の 最初 の 数 項 は 

Il 層 生 022 生 上 () 本 の 遇 りり Ao2 


で ある が , c, は 手前 の 2 つの 項 で 決ま る の で 
ce デー1。 co デー1 と な っ た だ た ところで,{cjj は 周 
期 8 を 持つ こと が わか る . よっ て 
z を 8 で 割っ た 余り が 1, 2。 7 の と き ーー1 
z を 8 で 割っ た 余り が 3, 5。 6 の と き 2 
z を 8 で 割っ た 余り が 4, 0 の と き 4U り 
と な る . 

[ 注 ] (1) ム =1, 0 (た と えば み ー1, gz 三 3) な ら ば {) の 周期 
は 3 に な る . 

(2) (2②) で は ーー0 の と き を 除い て 周期 は 8 で ある . (成分 が 0, 1, 2 
の いずれ か で ある 組 (2, 2 は 9 つ あ る の で 組 (c。, cz+) の 起こ り 
方 は 9 通り 以下 で ある . よっ て 周期 が 9 以下 で ある こと は あら か じ 
め わ か っ て し まう .) 


$5 B 篇 (演習 問題 ) 237 


B.513 一 一 ーーー 
2 を 自然 数 と する . 1 ミ ァ , ミ 7z を 満た す ヶ 個 の 自然 数 の 列 

( ヵ m,。 …。 7) で 。 条 件 「 各 7 一 1」。…, に 対し , z 以下 の 項 
の 個数 は ? より 小さ い 」 を 満た す も の の 総数 を 2(z,。 ヶ ) で 
表す 。 ヶ ミ z の と き gz。 ヶ 7) テニ (2 一 ヶ )727 と な る こと と を 証 
明 せ よ . 


GEESP5tBSESO2SSS2 


ヶ 人 ミ 2 を 満た す 組 ( ヶ , z) すべ て に 対し て 証明 せよ , と 
いう 形 の 問題 で す . 


条件 を 満た す 列 か ら ヵ を すべ て 除く と, 長き 
が ん (0 ミミ ァ ) で 条件 を 満た す 列 を 得る . 逆 に 各 項 
が 1, …,。 2 一 1 の いずれ か に な っ て いる 長 さ の 列 
が 条件 を 満た し て いる と , ヶ 一 ん 個 の ヵ を 新しい 項 
と し て 入れ る こと に よっ て 長 さ ヶ の 列 で , 各 項 が 1 
か ら ヶ の いずれ か で あっ て 条件 を 満た す も の を 得る . 
この と き , z の 入れ 方 は ,Cz 通 りあ る . し た が っ 
て ,。 (2。 ヶ ) は 1 ミ ヶ ZS ミ 2 に 対し 


6/ 月 の = /Cxg(ー1 EE ン ーー ③① 
と いう 漂 化 式 を 満た す . 
以上 の 準備 の 下 , 9(2。 ヶ ) テ (ター ァ 777 し ーー……… ②③ 
を z に 関す る 帰納 法 で 示す . 


2 一 1 の と き (1, 1) 三 0 で ある か ら ② は 確か に 
成立 する . 次 に 。 ヵ ヶ 一 1 まで O.K と する 。. 

この と き (1) ヶ テ z な ら ば , z 以 下 の 項 の 個数 が 
2 と な っ て し まう の で , の 2。 0 と な り ⑨② は 成 
立 す る . また , (2) ヶ く 2 な ら ば 


g(% の = 当 ,Cezー1ー が ( み ー1 で 1 < ① と 帰納 法 の 仮 

の 定 を 用 いた . 
2 CK 一 1 テー 2 。Cz 一 1) 

た =0 た =1 

5 R 2 

三 ((z 一 1) 十 1) ー ケ 7 っ CA4- ュ (一) 1 アー の 
三 "ー ァ ((z ヶ 一 1) 二 1) 3 ( ヶ -1)! 
ー タ アー テ 7 ユー(ー ァ )77 (1!( ヶ ケー! 
(1, (⑳ よ り ぁ ー1 の と き OK 一 うつ の と き OK きり 


が 示さ れ , 結局 すべ て の z に 対し ② が 証明 され た. 時 
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B.B514 


数 列 (2) (2 三 1 2。 …… ) を 2 で も 3 で も 割り 切れ な い 自 
然 数 を 小さ い 方 か ら 順 に 並べ た も の と する . 

(1) 2, を 求め よ 

(2) S。 三 ムキ …… 十 @, を 求め よ 


店 の PT らい MY で や の RE RES 855SRSNNS3S 


[アプ ロー チ > 2 で も 3 で も 割り 切れ な いと いう 条件 を , 6 で 割っ た 余 
り で 表す と どう な り ま すか . 最初 の 数 項 を 実際 に 求め て みて 見 通し を 
立て る の も よい で し ょ う . 


(1) 2 で も 3 で も 割り 切れ な いと いう こと 
は , 6 で 割っ た 余り が 1 また は 5 に な る , と 言い か 
えら れる すなわち, 自然 数 の 列 。 1, 2, 3, …… 
を 6 項 づ つの ブロ ッ ク に 区 切る と , 番目 の ブロ ッ 
ク 6 一 5, 6 一 4。 6z 一 3。 6 を 一 2。 6 一 1, 6 を の う 
ち で , 条件 を 満た す の は , 6 一 5 と 6z 一 1 で ある . 


よっ て gz ュー6 ル 一 5。 の zz 王 6 を 一 1 0 oo ① 
KG あの 記 40( ま 
ヶ の 偶 奇 に 応じ 下 5 z が 奇数 の と き 
て 表示 が 異な る . ” |3z 一 1  z が 偶数 の と き 
と いい か えら れる 。. 
( 2 ) z が 偶数 か 奇数 か で 場合 分 け す る . 
2 が 偶数 の と き 
S。 三 (る 十 @) 十 (2。 十 0 二 …… 十 (2。 ュ 十 る 2) 
一 (dee) 
た 1 
(1) の 欄外 注意 で ま る 
人 は =((65)+(64-1)) (④ よ り ) 
gz ヵ 王 32 一 2。 3 る 
ー1 の 表示 を 等 = 品 G2 9 
差 数 列 の 和 の 公 4 
式 に 代入 する こ = 
と は で き な い . ヶ が 奇数 の と き 
KO が 2ー1slm/Z 
ー ラ (%ー1" 二 (3 ヶ ー2) 
当 37 が 1 


2 
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日. に 1 | 語 2 SS 


放物線 ッ ー テ ダキ ラ ティ 1 と 直線 ー0 


で 囲ま れ た 領域 (境界 も 含む ) を 考え る . 

(1) を 自然 数 と する . この 領域 と 直線 ヵ テ た の 共通 部 分 
に ある 格子 点 の 個数 を Z。 と する 。. {2 は どの よう な 数 列 
か . 

(2) w を 自然 数 と する . この 領域 の ? ミ 2zz2 を 満た す 部 分 

に 含ま れる 格子 点 の 個数 を 求め よ . 


hs と た ポー プア ツー で 


まず 図 を 描い て , {2J が どの よう な 数 列 で ある か 見 当 を 
つけ ます . 1+2+…+#ー テ 4 を 1) で ある こと に 注目 し まし ょ う . 


Sa SENSECSEBEGBEIS2SSSER 


( 1) ヵ を 0 以上 の 整数 と する ,. ん が 


エッ + ユ ユエ ( 衣 和 
ぅ ダテ タ 十 1 ミ を く テ ( み 十 17 二 テ ( る 寺 1)+1 


を 満た す と き ,。 zz 十 1 で ある . また この よう な 


た は っ ( み 寺 1 >( F1) (は g+ 1 ヵ )=+1 
個 あ る . 


2 2 
まつ 6 数 02) は 1 2 2 93 95ーー の よ 
うに 1 か ら 始 まり , た が た 個 並 ん だ あと , ん 1 
が ん 十 1 個 並 ぶ 数 列 で ある . 


( 2 ) まず , gz ヵ z を 求め る . 
テテ 122 が く テ ( ヵ ト 17 二 (z 直 1 
を 満た す ヵ を 求め る と z 三 272 一 1 と な る の で 


の ss 王 272 で ある . 


94 りー テ ダ 十 合 二 1 


ここ で , きす ②ー1 二 全 (2% 一 1) 2 ゲー 
より , 2 一 1 が 並び 終る の は 第 2 一 7 項 に お い 
て で ある . よっ て , 求め る 格子 点 の 個数 は 


(の fmla( の 22222Gcco 十 22 ヵ z- ヵ 十 の 2z- ヵ m ュ 十 … 十 の 2s 
デ 1 十 (2 填 2) 十 … 十 (2 一 1) 十 … 十 (2 一 1)} 十 (2 光二 … 十 22%) 
2 一 1 個 個 


が 一 の 
= だ 十 が (2 の ーー(2ー12x(4 一 0+ 2 アー 寺 リ 
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に 1 に 1 | 大 AA2S2SR2CSBISSEREENGRGESDRROG4RNHS2NNNGHHBRSRNDBRGDORRTTONORTOGOIS6SSRSODRSNGHRRSRRRRBSSNSSRS 
e 


連立 滞 化 式 
| の の > 
] か ュー カ , 9z ① 05 の 
の ュー2 カ か 十 22。 GO ⑨) 
を 解け 
光 和 和 和 時 92KGESESRE2350P4REBE23RSRNRRBNOGE3GCORSTRMG82 が SNR28252503SRH85RSESSGSGRRSKHRGERRRSR 


[アプ ロー チ > ヵ ,( ま た は 2 の ,) の み を 含む 三 項 間 洒 化 式 を 作る か , また 
は ①, ② を 何 倍 か し て た し 合う こと に よっ て 等 比 数 列 を 作る こと を 考 
えま す . 


(その 1) ヵ ) に 関す る 三 項 問 滞 化 式 を つく 


る . ① よ り 

み ー テ か ュー テ か BOBGCGC ③ 
2 の と ころ に z 十 1 を 代入 し て 

の mmー テ が asー テ か Se ④ 
と ④ を ② に 代入 し て 整理 する と 

か 2 一 3 か ュー2 か 0 sisiwies ⑤ 
これ を 

みか as 一 の の ュー の 0( か ュー の の の) 0 oi ⑥ 


の 形 に 変形 する た め に は , g 十 5 三 3。 2 の テー2 
と な る 2, 2 を 求め れ ば よい .。 2 2 は 

ー37 一 2 テ 0 の 2 解 , すなわち 
(Da) 人 3 一 7) 


* た は (ーー7 y17 3 


で ある 。. 
① よ り か = テ 2 で ある か ら , ⑥ よ り 
か ューg 娘 三 の "(( カ かー が が) 


2 

2 通り の 代入 を 区 こと で , 2, ちの 値 を 代入 する と 

行なう . ー/7w 
が en 3 寺 7 み =2( こ 7 リー の 
カカ z+ ュ 7 (3 
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(⑧-⑦) ょ 717 を 計算 する と 


(人 せ 要 月 <e 
これ を ③ に 代入 し て 
EE 

6 ご 2 Es ⑩ 


(その 2 ) を 実数 と し て ,①+ex② 
の 式 を 作る . すなわち 


か 填 g9zmー(1 填 2 の か み 十 (2 十 2 の 977 。 ……… ⑪ 
この と き , も し oe が 

の EE2 の 三 j の (1 ク 2 の) 。 間 斉 諾 記 二 oo ⑫ きつ まり 
を 満た せ ば , ⑪ は 1 : ゥ 三 (1 十 22) : (2 十 22) 


か n 填 gmー(1 十 2 の )( 十 6 の 。) 
と 書き 直す こと が 出来 , し た が っ て 

み 十 ge の 三 (1 十 2g)7( カ 十 g の 0) 

ー(1 十 2g)7Z areae ゃ も ⑬ 

と な る . 

⑫ を に つい て の 2 次 方 程 式 と みて 解く ⑫ は 

2〆ーg 一 2 テ 0 

と 書き 直せ る の で , 解 の 公式 より 


ィ ー ニ ーー ーg7 また は 。=ー エ 7 エ 7 


これ ら 2 つの go の 値 を それ ぞ れ ⑬ に 代入 する と 
1 一 7y17 3 一 y17 7 ユー717 
4 %=( 2 )( ) 


が が 十 


4 
と (5 


この , か , と g, の 連立 一 次 方 程 式 を 解く と 解答 
(その 1) の ⑨, ⑩ と 同じ 答 を 得る . 


[ 注 ] 上 の 2 つの 解法 を 比較 する た め に は , 数 学 C で 学ぶ 行列 の 理論 
(行列 の 対 角 化 ) を 待た ね ば な ら な い . 
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に =1 ら に 1 | プ RIOES038 入 本 びら 


の 。 の 。c,。 の の 4 文字 を 用 いて , 条件 
「Z と 5 は 隣り 合わ な いら 」 の … の mi (*) 
を 満た す 列 を 作る . 長き ヵ の 列 の 総数 を 求め よ . 
[ 克 プ ロー チ > 長き z 一 1 の その よう な 列 が あっ た と し て , 先頭 に 1 
つ 文 字 を 置く こと に よっ て 長 さ ヵ の 列 を 作り ます . 条件 (*) を 満た す 
よう に する に は , どの 文字 を 置く こと が 出来 ます か . 


散 還 (*) を 満た す 長 さ ヵ ー1 の 列 が ある と する 
と , その 列 が 
1) 2Z で 始ま る と き , ?。 ま た は c と また は を , 
1)′ ヵ で 始ま る と き , の また は c ま た は の を , 
2) c ま た は の で 始ま る と き , 2, の 。c。 の の う 
ちの いずれ か を 
先頭 に 置く と , (*) を 満た す 長 さき z 列 を 得る . また , 
(*) を 満た す ど の よう な 長 さ ヵ の 列 も , (*) を 満た 
す 長 さ 一 1 の 列 か ら 上 の 方 法 に よっ て 得 ら れる . 
し た が っ て 。 先頭 が 。 ま た は で あ る 長 さ み ヶ の 
(*) を 満た す 列 の 総数 を ヵ , で 表し , 先頭 が c ま た 
は の で ある 長 さ ヵ の (*) を 満た す 列 の 総数 を 7, で 


表す と , 潤 化 式 
は 2 CCO00 ① み 三 2 
gz 王 2 の が ュ 十 27 ヵ ュー ー の" の ⑨) の ビー2 
を 得る . 


この 河 化 式 は B.516 で 扱っ た も の と 同一 で ある . 
(形式 的 に が 三 0, の 1 と お く と 確か に か 三 2, 
2 で ある .) よっ て , B.516 の 結果 を 用 いる と, 
長き z の 列 の 総数 十 2。 は 


pte 放 (に 3 にゃ) 


2 
6 
と な る . 
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日 . 18 EESTIEESEGSSGSSES BSSZSSWRSSRNSSERISGOIGYSSSE 


の を 0 で も 1 で も な い 定 数 と する . この と き 。, 各自 然 数 ヵ 
に 対し 
(U 政 7' の )(UF ZI の (UE の ) 
=2(。COoy* 0 (*) 
が 成立 する こと を 示せ 。 た だ し 
1 (を 三 0 の と き ) 


(Cos=| 0290ー の 9ー…- ロ ーg" 
1- の 91 のうのう …… (人 
(を ミ 1 の と き ) 


2 に 関す る 帰納 法 で 示す . 
2 三 1 の と き , (Co。 テ 1, 


CCO で 人 ー より 正しい . 

2 三 7 の と き 正 し いと する 。 すなわち 
(1+2'7)(1 二 2 に タテ)…… ①+g) ニ (CO* 
的 る = の: とき 

(1+7 す Z)(1 二 2 委 )……(1 寺 ZZ) 


=(1+ ge)%(COaz 


=1+ (CCO。+(COe の efT(COgg iz 


三 (**) 
BSIS763 
(Ce 圭 (CCz-)。2 
請 UI の 8 計り SSR(U557) 
( D (0 二 2 の S2S3( ニ 9) 
0 tm 
00= の nm 
=(-)ー の 91ー の ” フ GE 0 人 司 (9K 
あめ ) 
=( 1* せ ーー の 0 の Bee (人 (GU 主 2 
(が TU ニニ の Oodle2.9 
に (6 


で あり 。 また 
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ーー 
ue 0205Ggo) 
(700N 00m の の 0 
(aiCa)。 
で ある か ら 
(* (COe4 
と な る . すなわち , (*) は z 三 7/ 十 1 の と きも 正 し 
い . 
以上 より , すべ て の に 対し , (*) が 成立 する こ 
と が 確 め られ た . 時 


[ 注 ] (1-7⑳)= テ (1ー2)(1 二 2 十 seess +9 の “どり や , 
1 2 同 『 
の 1ー の (1 の (0 2 の ちり な ど を 用 いて (。C。 
を 書き 直せ ば 問題 文中 の (*) に お いて の ー 呈 と 3 が < あら と が 出来 て 。 
その 時 , 2 項 定理 


な 


(1 二 )"ー (7 
だ 0 


を 得る . よっ て , (*) は 2 項 定理 に ^2′ と いう ヒネ リ を 加え て 一 般 化 
し た 式 と 見 な せる . 
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直線 上 に , 赤 と 白 の 旗 を も っ た 何人 か の 人 が , 番号 0, 1, 
2。 …… を つけ て 並ん で いる . 番号 0 の 人 は , 赤 と 白 の 旗 を 
等 し い 確 率 で 無 作為 で も や げ る も の と し , 他 の 番号 7 の 人 は , 
番号 7 一 1 の 人 の あげ た 旗 の 色 を 見 て , 確率 ヵ で 同じ 色 , 確 
率 1 一 ヵ で 異な る 色 の 旗 を あげ る も の と する . この 時 , 番号 
0 の 人 と 番号 z の 人 が 同じ 色 の 旗 を あげ る 確率 用, を 求め 
まま 


に SSSscGrpoimseohston 


MK 


万 と 万 , と の 関係 を 考察 する と, 数列 {アア の 満た す 
尊 化 式 が わか り ま す . これ を 利用 する と 解け る 問題 の うち で は , も っ 
と も 基本 的 な も の で す . 


番号 ヶ の 人 が 番号 0 の 人 と 同じ 色 の 旗 を あげ 
る 事象 を 4,, 番号 ヵ 寺 1 の 人 が 番号 ヶ の 人 と 同じ 色 
の 旗 を あげ る 事象 を 。 と する . 

4n 二 50180DU(255) 


で ある か ら , 
7(4。 ょ テア (4 お) 十 ア (4。 各戸 。) 
= テア /(4。)・ ア 4( ぢ /) 
上 (4。)・ ア ェ ( 万 。) っ ① 才 PCXn ヤ )= 
と る | 有 あ ir ア 7( 多 )・ と ( 台 ) 
P(4)= ア 。 7(44)= ニ 1ー 及 ]| の 計 太 ,。 が お こる か 
ア P4。( お /) 王 カ 。 ア zz( お 。) ニ 1 一 カ どう か は 4。 の 
①, ⑨⑧ ょ り お こる か どう か 
万 コー ニア ・ の (1 一 (1 一 の NN 
整理 する と , 呈 ・ 
三 (2 の 一 1) 万 1 一 が 以下 , 2 項 間 線 


これ が {用 ) の 満た す 挿 化 式 で ある . これ を 書 直し て , 形 河 化 式 の 処理 


1 1 の 定石 . 
ロー テー(② 1D( 玉 -) 
ょ っ て 。 1a- す | は 公 比 2 一 1 の 等 比 数 列 で あり 。 
10 
カー テー②2 一 1"( れ ー タ ) 番号 0 の 人 が 番 


寿 1 で ある か ら , 者 号 0 の 人 と 同じ 
色 を あげ る 確率 


語り 1 
み ー テ (2pー リ オ テ は 1 で ある . 
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日 . に 5 


SS55SSSNNOSSESOASS9805 


甲 , 乙 が ある ゲー ム を くり 返す . この ゲー ム に 引き 分 け は 
な く , 最初 の ゲー ム で 甲 の 勝つ 確率 は 2/3 で ある . また , 2 
回 目 以後 の ゲー ム で 甲 の 勝つ 確率 は ,「 前 回 申 が 勝っ た 場合 
は 3/4」,「 前 回 申 が 負け た 場合 は 1/4」 で ある . 

1) 回 目 の ゲ ー ム で 甲 の 勝つ 確率 及 , を 求め よ . 
(2) 最初 の ゲー ム で 甲 が 勝っ た と いう 条件 の も と に , z 回 

目 の ゲ ー ム で 甲 が 勝つ 確率 Z,。 を 求め よ . た だ し , z 且 2 と する 。. 


(1 ) 「 十 1 回 目 に 甲 が 勝つ 」 は 
「z 回 目 に 甲 が 勝ち 。 次 も 甲 が 勝つ 」, 


「 回目 に 甲 は 負け た が 。 次 は 甲 が 勝つ 」| ・ ⑨ 
で デート 
カー カ ・ す +1ー ー が 0 コ 生還 証 記 記 当 に CGCGOCO ① 
整理 する と , 
mA (0 ユー(c あ 唄 ま 、 
み の ヵ ュー ぅ みす イ ⑨ 
以下 , 2 項 問 線 訟 これ が { ヵ 』) の 満 す べき 河 化 式 で ある . 書き 直し て 
型 状 化 式 の 定 石 生か 
が nー テ ー ラ (あーす) ss ⑨ 
尊 化 式 ②' は 勿 . SE 1 Y つ 1 を Je 
ター1。 2。 …… "か ーー) ( ゅ ー る ) ⑧ 


RXRADC ろ 。 。 2 、 ま EN 

み 一 訪 で ある か ら 。 み ー テ すっ ) 
(2 ) 最初 の ゲー ム に 甲 が 勝っ た と いう 条件 の も と 
で も , z 生 2 に 対し て は , 上 の (1) の ⑨⑥ が や は り 成 立 


し て いる の だ か ら , 
3 1 
の ーー ーー ・ーー こう 
の ヵ + ュ ーー の ヵ の ) 4 (z 生 2) 
が 成立 し て いる 。 し た が っ て , 


1 
の nー テ ー ラ (ター テ ) (z 科 2) 


(29 で は の が 条 1 3)( ) 


初 項 で ある . 0 ター 902 の 


ーー 3 っ 人生 
意 より ー テ だ か ら , = きす ( テ ) 
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B.B5B1 。 
図 の よう な , 長き さ 1 の 12 本 の 線 分 上 
を 。 毎秒 1 の 速 さ で 移動 する 点 P が あ BE 


る 。 P は 各 頂点 で は 。 可能 な 進路 (た と トン 


85855 還 ROBESSERSRSKB SI0SRSSRSSS な 29685SS 添 Se 


Bi 


えば , A で は 6 通り, Bi で は 3 通り ) の 
どれ か を 等 確率 で 選ぶ . P は A か ら 出 


発する も の と し て , z 秒 後に 。 A に いる B。 
確率 を 2 Bi に いる 確率 を (2 三 0。 1。 2。…… りら 9 の 
の xy の ari と の の ら , と の 関係 を 考察 する こと に より , 2 
ら , を 求め よ . 


ONSEMSORSTSSRETRASBGMKEHSRE22DR3HNAOXAES3GCCOENSOEERONSKSSIDEDAREHTETESSGMRGIOOERRRAREGME3E 記 (NIORRG5RBNGEEETNWBEBHERSASESNRGMSTE 


まず , 対称 性 より し て , z 秒 後に B。 に いる 者 "対称 性 ” と は 
確率 も 6, B。 に いる 確率 も 。 …… で ある 。 図形 の 対称 性 な 
(2 十 1) 秒 後に 人 に いる に は , z 秒 後に は B。 の ぃ ず ちび に 初期 状態 
れ か に いな けれ ば な ら ず , 各 B。 か ら A に ゆく 確率 の 対称 性 (出発 


点 は A) 
は 訪 で ある 。 SG 
1 説明 ぬき で この 
1 
の am は ) 結果 の み を 書く 
また , つね に P は 。 A。Bi…… B。 の いずれ か に の で は , 不 完全 
いる こと か ら 。, の 
の 6 の あー 。。 。 六 詞 詞 記 E 計 朗 oo の ② 
で ある 。. 
00 
の x+1 王 2・ 1ー の) ニー 全 の 十 還 
きす W 線形 洒 化 式 の 和 - 
の z1ー オ ON 準 変形 
1 NN 1 
ムー オー(ー す ) (%ー) 
1 NNW 訪 これ を ① に 代入 
@ 三 1 を 代入 し て gz LT8( 3 | し て も と が 出 る . 
- 。 5 計 タク ー0, 1 と し て 
② に 代入 し て = き 全 還 6 検算 せよ . 


[ 注 ] z 秒 後に Bi に いる 確率 。B。 に いる 確率 ,。B。 に いる 確率 。…… 
が すべ て 等 し いこ と を 対称 性 を 用 い ず に 示す に は , これ ら に 関す る 手 
化 式 を た て て ,。 z に 関す る 帰納 法 で 証明 する とこ と に な る . 


アカ 
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日 . に 1 己 紀 RRBRYSSESDSNSIERMRESSSESRGSBHGSGS5 


2 つの チー ム A,。B が, どちら か が 先 に ヶ z 回 勝ち 越し た 
方 を 優勝 と する と いう 規則 で 試合 を くり 返す こと と な っ た . 
た だ し , z は 与え られ た 正 の 整数 と する . 個々 の 試合 に 引き 
分 け は な く , A が B に だ 勝つ 確率 は 1/3 で ある . A が 優勝 する 
確率 を 求め よ . た だ し , “z 回 勝ち 越し ” と は “勝ち 数 一 負け 
の 2 2 
A が すでに た 回 勝ち 越し て いる と いう 条件 の 
下 で , さら に ゲー ム を くり 返し た と し て A が 優勝 す 
ーz ミ を た ミ z で あ 邦 る 確率 を ヵ , と する . 求め て いる 確率 は で ある . 
る ( 下 の 注 参照 ) A が すでに ん た 回 勝ち 越し て いる と き , 次 の 試合 で 
A が 勝て ば , (ん 十 1) 回 勝ち 越し た こと に な り , 負け 
れ ば (一 1) 回 勝ち 越し た こと に な る の で 。 A が 優 
勝 する 確率 /, に つい て 


一 計 が n 十 今 か コ (くく ……… ① 
ーz 回 勝ち 越し と いう 関係 式 が 成り 立つ そう し て , 
て いれ ば 相手 が 計 み ぁ 。 三 0。 廊 モモ 1 tt ⑨ 
全勝 し て いる 。 で あぁ る. 見 や すく する た め に 
Z ぁ の 7 の 範囲 Zr PODOCCOOD ③ 


は 0 ミ 娘 2 と お く . ① よ り 


0 コン 叉 7 ぁ ロー アー2( ィ メー ィ ぁ ー ュ ) (0 く 娘 く 22) 
3 3 


を 書き 直し た . … アカ ュー ツタ 王 27( カ ー ァ o) 35CECACG ④ 


中 720 三 0 の 2 ニー 山王 詞 請 諾 に 2ee: ⑤ 
初 項 と 終 項 が 与 計 ④, ⑤ よ り 


テ られ た 三 2 一 1 2 一 1 
和 項 問 1 ニー ィ ァ ョ ー ァ o 三 2 (zz ュー アァ) 王 ( タ ュ ー ァ o) 2 の 6 


潤 化 式 を 解く . 
公 比 三 2 の 等 比 駐 (カーzo)(2 タ ー1) ……… ⑥ 
数 列 の 和 6 
カー カー ラー ィ つつ CCC ⑦ 
CGN 
ニタ ーー 宮 (anー ァ m) ニ (カー) 史 27 
同上 区 テ (ーzo)(27ー1) ……… 


と | 


2 一 1 三 (2?ー 1)(2" 十 1) 参 ⑦ ⑧ よ り が ーー テ 2 上 1 。 
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日 . ヨ ーー ーー ーー 
袋 の 中 に 赤 球 3 個 と 白 球 1 個 が 入っ て いる . この 袋 の 中 
か ら 1 球 を 取り 出し , か わり に 白 球 1 個 を 袋 に 返す . この 操 
作 を み 回 (z 放 2) くり 返す . 

(1) z 回 くり 返し た 後に , 袋 の 中 に 赤 球 が 2 個 残っ て いる 
確率 を 求め よ . 

(2) z 回 くり 返し た 後に , 袋 の 中 に 赤 球 が 1 個 残っ て いる 
_ 確 幸 だ 求め ょ - 

薄 還 (その 1 ) z 回 くり 返し た 後に , 袋 の 中 に 残 

っ て いる 赤 球 が 3 個 , 2 個 。 1 個 で ある 確率 を それ 

ぞ れ 。 の 。 と する zz 十 1 回 後に 赤 が 3 個 残 る 

の は , z 回 後に 赤 が 3 個 残 っ て いて か つ 。 次 に 白 球 


が 取出 され る 場合 だ か ら , あー か ・ 二 2 の ① 


また , z 十 1 回 後に 赤 が 2 個 残 る の は , z 回 後に 赤 が 講 この 種 の 説明 な 
3 個 残 っ て いて , 次 に 赤 球 が 取出 され る 場合 と ,。 x し に 直ちに ② 式 
回 後に すでに 赤 が 2 個 残っ て いて 。 次 に 白 球 が 取出 "の み 書 く の で は , 


され る 場合 と の 2 つが ある の で , ai 
の xn 王 カ が ・ す ト gw は 3OGCOCO の) 
全く 同様 の 考え に よっ て 人 上 と 同じ よう な 
2 5 説明 を 各自 書い 
7 ヵ +1 三 の イイ も ⑥ の 
① て ⑧ が ( ヵ 』J。【2 計 (7 の 満た すべ き 手 化 式 で あ 
る 。 ただし, が 三 1。 の の デデデ 0 0 ……t… ④ 
ES ①, ④ よ り = ニテ) alsaiais ⑦ 
(1) の を ② に 代入 する と, 
1) 4 電 和 2 3 ⑨ の 両辺 に 
の 9 ヵ +1 一 2 2 オイ は ) ⑧ 2 
1 山 A 多 の の ヵ 王 アマ ヵ 。 に 
音 き 直す と gr+3() ー 2 の 3 月 つい て の 尊 化 式 
cwes st49-9e-49 9 


NEE g Ca 
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( 2 ) @ を ③⑧ に 代入 し て , 


secwc ぁ っ 9) 44) =etG) -44] 


rr りー49- 人 9terg=9 
・ za) 3) すす 
涯 六 ①x3+@ を 作る と 3 の mnー テ (3 みみ これ より 
3 ヵ 。 十 の 。 が 求 ま り ,。 これ と ⑦ を 組合 せ て も (1) の 答 が 得 ら れる . 
同様 に 。①x3 二 ②x2+③ を 作る と 
3 が mn 二 274m ロ 二 7 ー オ (3 二 2 の の ) 


と な り , 3 十 2 十 ヶ 。 を 求まる . これ と , の ⑦, @ を 組合 せ て も (2) の 答 
が 得 ら れる . 


(その 2 ) (1) 「z 回 中 , 1 回 だ け 赤 球 が 出 て , 他 
何 回 目 に 赤 球 が 移 は 白 球 が 出る 」 場 合 で ある . 回 目 だ け 赤 球 が , 他 
出る か で 分 類 す 


較 は 自 球 が 出る 確率 xx は ( 二 ) (会) よっ て 
ーー あー る は) 4 


(2 ) 「z 回 中 , 2 回 だ け 赤 球 が 出 て , 他 は 白 球 が 出 
2 つ 目 の 赤 球 が 季 る 場合 」 で ある . / 回 目 に 2 つの 目 の 赤 球 が 出 て 後 
7 5 2 /3 We 
合 分 けり 。。 が は 白 球 の み の 確率 は g- ( ) 


NE SKI じ S で 9 pw ーー pa le 


yrtty 
cms 7 計 -43) 


二 SSA 7_ の カオ 1 
ー イ (0 二 2002EID5 
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日 . 上 ら 4 REKSTEGaEae つ osSPEEES295 SNGRGGGS735SRIGEGGGHSSEEEOSSoS 

正 五 角 形 ABCDE の 5 本 の 対角線 が 内 部 に 

と , 正 五 角 形 ABCDE と の 面積 比 を 求め よ . 

[アプ ロー チ > 対角線 AC, BE, CE だ け 描 いて 。 こ の と き 現 れる 相似 
な 二 等 辺 三角 形 に 着目 し まし ょ う . 


RRBYNGESGGSS7 K 


5 


作る 正 五 角 形 


正 五 角 形 ABCDE の 1 辺 の 長 さ を, 対 角 和 
線 の 長 さ を ヶ と お き , 対角線 AC と BE と の 交点 を 
F と する . 
へ BEC と へ BCF に お いて , と B は 共通 で あり 
ン BEC= ニ ン BCF=36? 
(… BC=AB に 対す る 円 周 角 ) 
で ある か ら , 2 つの 三角 形 は 相似 で あり 
BE : BC=BC : BF 


ァ :gー6: BE, BEF=ー こよ ③① 


また , へ BEC, し た が っ て へ BCF は 二 等 辺 三角 形 
で ある か ら , CF 三 CB= テ 2 で あり , さら に 
則 CR な 。 | ee の 
の 02 の 
BE= ァ > と ①, ⑨② よ り 


の 
ー 十 2 ディ ァ 。 "デーgzー の ー0 
ァ 

と 2 で アダ 0) だ か ら 


ューYS pp ニテ ー イ 5ー。 

で ある . 

さら に だ , 右 図 に お いて 
FJ=BE-ー(BF 二 JE)= ニ BE 一 2BF 


_3-75 
の 


で あり , 
[ 正 五 角形 FGHIJ] : [ 正 五 角 形 ABCDE] 
Se。 3ー75. NZ。 7 一 375 . 
ーFJ: AB 和 ( ) 2) : メー が テ : ュ 


と な る . 
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日 . 還 己 BS 人 ま 225ROICZRIERR235GG79OAOSSDEDERDENDTS2NRBOKGOZNIPDOCSGBEOGG 


四辺 形 ABCD の 辺 AD, BC 上 を 点 A 
P,Q が それ ぞ れ 動く と き , 線 分 PQ の 
中 点 R が 動く 範囲 を 図示 せよ . 
B C 


[アプ ロー チ > 2 点 が 動く 問題 で は , まず 1 点 を 固定 し て 考え て みる の 
が 定石 で す . 


まず , P を A に 固定 し て ,Q だ け を 動か す . 
この と き , AB, AC の 中 点 を それ ぞ れ KK, L と お く 


WI 吊 還 
と , 中 点 連結 定理 より , R は 線 分 KL 全 体 を 動く . 
/| D [ 図 1] 
K 同様 に , 点 P じ を D に 固定 し た と き , DB, DC の 中 


点 を それ ぞ れ M,。 N と お く と , 中 点 連結 定理 より , 
R は 線 分 MN 全体 を 動く . 
Q (@ 


次 に ,。 BC 上 に Q を 固定 し て P だ け を 動か す . 

AQ, DQ の 中 点 S。T は それ ぞ れ 線 分 KL, MN 上 
D に ある が , P を AD 上 で 動か す と き , PQ の 中 点 R 
は や は り 中 点 連 結 定理 より 線 分 ST 上 を 動く .[ 図 2] 


N 
3 さら に Q を 動か す と , 線 分 ST は 線 分 KM か ら 
Q 


C 線 分 LN まで 平行 に 動く か ら , 結論 と し て , R E 平 
行 四辺 形 KMNL の 内 部 お よび 周 上 ([ 図 3] の 斜線 
の 部 分 ) を 動く . 


D [ 注 ] 1" 四辺 形 KMNL が 平行 四辺 形 で ある こと 
は 
KL=MN ニ BC KLZMNZBC 


C か ら , 簡単 に わか る . 
2" 平行 四辺 形 KMNL の 面積 は AD, BC の 長き 
と これ ら の な す 角 。 ま た は , BC の 長 さ と A, D 
か ら BC まで の 距離 の 差 が わか る と 計算 で きる . 
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平面 々 の 上 方 に 正三 角形 ABC が あり, A, B, C か ら o に 
下 し た 垂 線 の 足 を A^。 B'。C' と する と ,。 BC'= テ 2。 CA" 憲 2。 
ABc で ある 正三 角形 ABC の 面積 を 求め よ . 
[アプ ロー チ > 最初 は 正三 角形 ABC の 1 辺 の 長 さ と , 2, 2。 とお よび 
ム AB, C じ か ら @ ま で の 距離 の 間 の 関係 式 を 考え ます . 


A, B の 平面 々 か ら の 高 さ は , C の 高 さ より 

ァ 。 29 だ け 高 い (低い 場合 に は , >, 〉 は 負 と な る ) と 

する . この と き , AB の 高低 差 は |> ヶ ー ヶ | で ある . 
正三 角形 ABC の 一 辺 の 長 さ を 7 と する と き , 


RSENNSSINRSSRODNUMUMNIURIMESOGOSOBSEGDWRAD3D2 


HB 2ONARYSGESREEGSSGNG9CSNNNSRRUBRRIRSEEESOSSSEYSSNSOKPSOE5D313bSRHBSNSI 


の 2 の 20 あ 88 2 ① 
アキ 72 0 eee (②) 
|*ーy ド 十 cー/2 DO ここ (《) 
が 成り 立つ . 
①+@-③ よ ょ り 


2zy 十 の 十 ゲ ーc*ー/? 
2 アー(/7ー ダ ー 7 十 c②* 
きら に 。①, ② を 代入 し て が が を 消 天 し て 
4(/ ゲ ー/)(/ー2 の ②⑳)= テ (7 一 ゲー が 十 c22 便 /* に 関す る 2 次 
3 一 2(2 十 が 十 c9/7ー(2 十 が 十 c* 方 程 式 と な る . 
ー2g?/2ー2 の 2 *ー2c?2?) 0 aa ④ 
を 得る . 
BB@ 且 BB(⑥4 な ど よ り / 全 の / 生 の ん 』/ 全 65 活か が ら ) 
/= き (の が 二 の ) で あり 。 ⑨ を / の 2 次 方 程 式 と 


みな し た と き ,。 大 きい 方 の 解 が 求め る // に 等 し い . 
これ より , 
AABC= す 7sin60"= マ エア 


ー (e+ ぴ 十 の 十 27g 十 が の ー の ゲー が 〆ーgg ) 
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四面 体 OABC に お いて 
OA= テ OB テ 0C テ Z, BCー〉。 選 BAC 三 90* 
で ある . この よう な 四面 体 OABC の 体積 の 最大 値 を 求め 
dE 
[アプ ブローチ まず 四面 体 の 高き ま . ここ で は O か ら へ ABC まで の 距離 
を 考え ます . 変化 する の は , へ ABC の 面積 だ け で す . 


O か ら へ ABC に 下 し た 垂 線 の 足 を HH と する . 
AOAH, へ OBH, へ OCHHI は すべ て 直角 三角 形 で あ 
< の (お 
OA=OB=OC(= の , OH は 共通 
で ある か ら , 
AOAH 主 へ OBH== へ OCH 
0 …。 AH=BH= テ CH 00 0 ……… ① 
で ある 。. 
① よ り , HH から A, B, C まで の 距離 が 等 し いか 
ら 。 は へ ABC の 外 心 で ある . 
一 方 , へ ABC は ン ZA=907 の … の mi ② 
の 直角 三角 形 だ か ら , その 外 心 は 斜 辺 BC の 中 点 で 
H C ある . つま り , 是 は BC の 中 点 で ある . よっ て , 


OH= /OB*- ( 訪 BC) = みう V4〆ー ア 
で あり , 
レー ュ ・ へ ABC・OH ニ 4 ゲー が ・AABC ……⑨ 


ム A 5 3 
の 
また , ② よ り , A は BC ニム を 直径 と する 円 周 上 
B (⑯ 


を 動く か ら , へ ABC の 面積 は A が 弧 BC の 中 点 に 
ある と き 最大 と な り ,。 その 値 は っ "の ちり ーー で 


ある . 
⑧ に 戻る と 。 レ の 最大 値 は 


CC/P コ 2 


で ある . 
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B.5 ら 8 - 

原点 0 を 中 心 と する 半径 2 の 円 〆 の 内 部 に , 一 辺 の 長 さ 

が 2 で 対角線 の 交点 が O と な る よう な 正方 形 ABCD を と 

る . 太 上 の 点 P に お いて , 線 分 PO と 角 9 で 交わ る 2 本 の 

半 直 線 を 引く . この と き , P が 上 の どの よう な 位置 に あっ 

て も , これ ら 2 本 の 半 直 線 が 正方 形 ABCD を 通る よう な の 
の 最大 値 を 求め よ . 


Eo 


RNNS22GSSOEGOSSDTSESRDAER2EISSRIRSTPW ES SE 


Srosfmnnrti 


に NSKS225 の た SSHKY の SPECNESOhOSCDR EEETRYSRGSO2S を ER 


上 で P を 動か す 代 り に , P を 固定 し て ,O を 中 心 と し 
て 正方 形 を 回 転 す る 方 が 考え や すい で し ょ う . 


正方 形 ABCD の 周 を の と する . 


の と OP の 位置 関係 に 着目 する と き , P を 上 で 動 く 
か すこ と と , O を 中 心 と し て , の を 回 転 す る こと は ン 
同じ で ある か ら , 以後 , OP を 固定 し て 考え る . NN、 

P に お いて 。 線 分 PO と 角 の で 交わ る 半 直 線 の 1 Ns、 


本 7 に O か ら 下 し た 垂 線 の 足 を と し , 0 を 中 心 と 
し , 半径 1 の 円 を S と する . 
OH ミ 1 の と き , 明らか に / と ぐ は 共 有 点 を も つ . 
よっ て OH の 延長 が S ぐ と 交わ る . また , O 〇 は S の 外 
側 に ある か ら , OH の 延長 は 当然 , 〇 と も 交わ り , 
その 交点 を 1T と お け ば , 右 図 の よう な 関係 に な っ て 直 OHー1 の と き 
いる . O と 1 が 7/ に 関し て , 反対 側 に ある か ら , / 。 に は , ! と 量 は 
は 正方 形 ABCD を 通る . 一 致す る 。 
一 方 , OH>1 の と き に は , の の 一 辺 が 7/ と 平行 
と な る よう に だ 回転 す る と , / は の 〇 を 通ら な い . 
以上 の こと より ,。 P が 上 の どの よう な 位置 に あ 
っ て も , P に お いて PO と 角 の で 交わ る 2 直線 が , 


つま り は / が 正方 形 ABCD を 通る 条件 は ジェ 2 SN 
OH ミミ 1 BOO ① 0 2 p 
で ある . OH ニ =1 の と き ,。 9 三 30' で ある か ら 。① は / 


の =30* 
と 同値 で ある . よっ て , 求め る の の 最大 値 は 80'" で 
ある . 
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フ コ . 己 ど --・ ド mmmmmmmーー ーーーーーーーーーー 
同一 平面 上 に 2 つの 三角 形 へ ABC, ^ へ ABC' が あり , そ 

れ ぞ れ の 外 接 円 の 半 衝 は と も に 1 で ある と する . この 2 つ 

の 外 接 円 の 中 心 を 結ぶ 線 分 の 中 点 を M, 線 分 AA, BB 

CC′ の 中 点 を , それ ぞ れ P, Q, R と する . 

(1) MP ミ 1, MQ ミ 1, MR ミ 1 と な る こと を 示せ . 

(2) も し へ PQR が 鋭角 三角 形 で その 外 接 円 の 半径 が 1 と 
な る な ら ば , 点 M は この 外 接 円 の 中 心 と 一 致す る こと を 
示せ . 更に この と き へ ABC, へ ABC/。 へ PQR は すべ て 
CS2 る て と を が せ : 


Eee 


に の ASRockSaRToe 


EPCAS522C0 が 05259CEROR7IRAOGO22SSN 642SSRSH 


[アプ ロー チ > (1) では, 中 点 連 結 定理 が 役立ち ます . (2) の 状況 が 起こ る 
の は , (1) で すべ て の 等 号 が 成り 立つ と き に 限る の で す が …… い 


(1) ^ ム ABC, ム へ ABC' の 外 接 円 の 中 心 を 
〇 0 押 ⑨ 人 と 9 の 5 

OA′ の 中 点 を N と し , へ AOA, へ OAO' 中京 
連結 定理 を 適用 する と 


NP/0A, NP= 全 0A= ニ を mt ③① 

MN/Z0OA? MN ニ テ 0A'ー テ Rd ⑨ 
これ より , 

MPsMN+NP ニ テ + テ 1 OO ⑥ 


に お いて , MP=1 と な る の は , M, N, P が 同一 
直線 上 に 並ぶ と どき, つま り ①, と 合わ せる と 

OA グ ZMPZOA/ mm ④ 
の と き に 限る . 

MOQS ミ 1, MR ミ 1 も 全く 同様 に 示す こと が で きる 。. 
な お , これ ら の 不等式 に お いて , 等 号 が 成り 立つ の 
は それ ぞ れ 

OB/MQZOB。 OCZMRZO0C 。 ……… ⑤ 
の と き に 限る . 血 


( 2 ) へ PQR の 外 接 円 の 中 心 を と する . へ PQR 
は 鋭角 三角 形 で ある か ら , 中 心 角 ZPTQ, QTR, 
ン RTP は 180" より 小さ い . これ ら の 角 の 和 が 360* 
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で ある こと と と 合わ せる と 少な く と も 2 つ は 90* よ り 
大 きい か ら 。 ここ で は , 

PTQ>905。 ZQTR>907 mt ⑥ 
と 仮定 する . 

この と き , P,Q か ら の 距離 が いずれ も 1 以下 で 
ある 点 全 体 は 。P, Q を 中 心 と する 半径 1 の 円 の 共 
通 部 分 ( 右 図 の 点線 部 分 ) で も る が , ⑥ の も と で は 角 
PTQ に 含ま れる . 同様 に Q。R か ら の 距離 が い ず 
れ も が 1 以下 の 点 全体 (斜線 部 分 ) は , 角 QTR に 含 
まれ る . よっ て , これ ら の 共通 部 分 。 つ まり P, G, 
R か ら の 距離 が いずれ も 1 以下 で ある 点 は へ PQR 
の 外 心 耳 に 限ら れる . 一 方 , (1) で 示し た 通り , M は 
P, Q, R か ら の 距離 が 1 以下 で ある か ら , 結局 。 
と M は 一 致し な けれ ば な ら な い . この と き , MP, 
MQ, MR は へ PQR の 外 接 円 の 半径 で , 

MP=MQ=MR= テ 1 ュ 

で ある か ら , ④ と ⑤ が 成り 立つ こと に な る . 


Q 


^ 


よっ て , 平行 移動 に よっ て OA, OB, OC を それ 

ぞ れ OA。 OB OC" お よび MP, MQ, MR に 重 

ね る と と が で き , 結果 と し て へ ABC を へ ABC? 
へ PQR に 重ね る こと も で きる . これ より , 
へ ABC 三 へ AB'C" 主 へ PQR 血 


[ 注 ] (2) に お いて , へ PQR が 鋭角 三角 形 で ある と いう 条件 を 省く こ 
と は で き な い . へ PQR の 外 接 円 の 半径 が 1 で あっ て も , へ PQR が 鈍 
角 三 角形 な ら ば , P, Q, R か ら の 距離 が いずれ も 1 以下 で ある 点 が 外 


接 円 の 中 心 と は 限ら な いこ と は , 右 図 か ら 明 ら か で 
ある . この 事実 は , 一 般 に へ DEF を 内 部 また は 周 
上 に 含む 最小 の 円 が 

鋭角 また は 直角 三角 形 で は , へ DEF の 外 接 円 
鈍 角 三角 形 で は , 最長 辺 を 直径 と する 円 

で ある こと と 関連 し て いる . 


選 


R 
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B.530 = 
牧村 00088 
(1) z が 奇数 で ある と き , 正 ヵ 角形 で ある こと を 示せ . 
(2) z が 偶数 で ある と き , 必ず し ゃ 正 z 角 形 で な いこ と を 
反 例 を も っ て 示せ . 


に を と まお 272R0y 


AE 入 PBICOAIPDCSTNR 


隊 罰 円 周 上 に A, B, C, D が この 順に 並び , 


内 ABC= ン BCD 
が 成り 立つ の は , 
ABC=BCD 
さら に 。 BC は 共通 に 含ま れ て いる こと に 注意 す 
る と 
人 6W 
が 成り 立つ と き で ある . この 事実 を 利用 し て , (1), 
(2 を 考え る . 


(1 ) z 三 2% 十 1 (は 正 の 整数 ) と し , z 角形 の 頂 
点 を An As > Azzri と お く . 
各 頂 点 の 内 角 が 等 し いか ら 。 上 の 議論 を 繰り 返し 
適用 する と 。 と 同様 
AA。ーA。Aー・ ーー ん AA ュ 人 AA AnA」 
ーA。A。ー 4 AA 人 RA 
が 成り 立ち 。 Ai。 Az。…… 。 Az。 Az 1 は 円 周 
を (2w 十 1) 等 和信 し て いる と と 。 し た が う で て, と れ ら 
は 正 (27 十 1) 角形 の 頂点 で ある こと が わか る . 血 
( 2 ) 三 2%z (は 2 以上 の 整数 ) の と き , (1) と 同 
様 に 考え る と, 


AE を Aa( こ 貸 で 2 の) 
AsAaA4Aa 王 …… ーA2zA」( ーーAzA。) OO ③ 
が 成り 立つ . 


し か し , ⑨②, から は , Ai。 As。 …… の 
Az A。 …Az。 が それ ぞ れ 円 周 を 娘 等 分 し て いる こ 
と し か 導 か れ な い . 実際 。 Az を AA。 の 中 点 以外 に 
と る と , 条件 を 満た す が , 正 2zz 角形 で は な い 2 
角形 が 得 ら れる . 左 に z 三 2 三 6 の 場合 の 反 例 を 
図示 し て お く 。 時 
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11C. 探 究 入 


本 篇 で は , 数 学 A に 登場 する 数 学 的 概念 の うち , 


教科 書 や 中 級 の 参考 書 で は 。 さり げ な く 通 り 過ぎ て い 
る (ある い は , 無自覚 に 飛ば し て いる ) も の 

や 
「 指 導 要 領 」 の 制約 の た め に , 本 来 の 自然 な 発展 的 記述 
を 中 断 さ れ て いる も の 


を , 意欲 高い 読者 の た め に , 項目 別に まとめ た も の で ある . 


と ころ に よっ て は , 理解 に 困難 を 感 ず すめ おこ と も ある だ ろう が , 
あま り 神 経 質 に な ら ず に , 何 回 も 繰り 返し て 読ん で も らい た い . 
自分 の 興味 の ある 項目 を , ひろ い 読 みす る だ け で も , も ちろ ん 良 
い . 


グ 5 ダ 


(@G.1] 対称 式 と 交代 式 


[1 ] 7(z, ヶ ) を と? ヵ の 多項式 と する . > と み を 入れ 換え て も 
式 の 形 が 変わ ら な いと き , すなわち , 7(y, 2) と 7( ヶ , z) が 
同じ 多項式 で ある と き , 7(z, 2?) を * と ヶ の 対称 式 と い 
う 。 まこ 0 の 2 が 一 /(2。 の ) と 一 3 が る なき 700 の) 
を > と ヶ の 交代 式 と いう 。 

7(z。?2) は 対称 式 を 人 つ 2 ヶ 。 ァ )= テ 7(Z, の 
プ ( 々 。? ヶ ) は 交代 式 を 人 つ 2, ?) ニ ー7(Z。 の 
た と えば , ァ > 十 ヶ 。 z み は 対称 式 , > デー? は 交代 式 で ある . 
次 の 事実 は , 経験 的 に 知っ て いる だ ろう . 


[定理 1] (1) 対称 式 7/(z。 ヶ ) は , > 十 ヵ と xy の 多項式 
と し て 表せ る . 


(2) 交代 式 7(z。 ヶ ) は , ある 対称 式 2(z。 ヶ ) を 用 いて , 
プ 7( 々 。 デニ ( ァ ー の )・g の (Z, ヶ ) と 表せ る . 


証明 : (1) た と えば 1 次 式 
7(Z。 9 の) ニーg 十 の 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は 2z 十 の 2 ヶ 三 2/ 十 の 
すなわち g デ の 〆 の で あり , この と き 
7(>。 の ) 三 ァ 十 の) 
な る ② つ まだ 12 次 式 
(>。 の ) 三 gy" 十 67y 十 の 277 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は , 
gy“ 十 yy 十 の ゲー の 十 の yz 十 の 7 
すなわち gー の で あり , この と き , 
プ (z, ヵ の) 三 g(Z“ 十 の) 十 2yy 
と な る . 同様 に 
げ ( ァ 。 2 の) ニ gZ" 十 6 十 の zy7 十 の の 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は 。 2= ニ 〆, 2 三 の で あり , この と き 
7(Zz。 りーg(?" 二 のり 十 6zg(z 十 の) 
と な る . 同様 に , 一 般 に 対称 式 (。 ヶ ) は 
の の に 820 生 二 733 の 3 の 32 225 の 2 
の 多項式 と し て 表せ る 。 そこ で 次 に 。 >" 十 ” (z 三 1。 2。 …) を 
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i 十 の と 27NG 表 の で と を 考え よう と ころ が 
の "の "(と 十 の (PP 00o 2 の 2 
で ある か ら , ?" 十 7” を p 土 2 と Zy で 表す みす に. は, ? 十 "「 
と 2 十 g デ 2 を ァ 十 2 と xg で 表し て お け ば よい . この 作業 
を くり 返せ ば 次 数 が 次 第 に 下がり , 結局 ? デ 十 ヶ 2 と z 十 を 
ァ 十 2 と yg で 表す と いう 自明 の 問題 に 帰す る . 
以上 に より (1) が 証明 され た . 


(2) 7(Z, の) テー7( み , ァ ) に g ヶ を 代入 する と 
ZZ。 の )ー7(X。 の) 7 の 9 星 0 
と な る 。 し た が っ て , 因数 定理 に より , 
(>。 の ) ニ (マー9) 9(Z。 9 の ) 
の よう に 因数 分 解 で きる . この と き の ァ 。 ?) が 対称 式 の 定義 を 
満た すこ と は 明らか で ある . これ で (2) が 示さ れ た . 時 


こと で ーー ァ 十 2。 6ーxy と お く と 。 2 2 は yy。 ヶ を 2 根 と す 
る 2 次 方 程 式 ゲーg7 填 5 三 0 の 係数 と な る . また ( ァ ー?)* を 
と で 表し た も の 〆ー4 が , 2 次 方 程 式 の 判別 式 で あっ た . 


ァ ,。 2。 る の 対称 式 ・ 交 代 式 も 同様 に 定義 され る . す な わ 
ち , ヶ 。?2, る の 多項式 /(,。 ヶ 7, る) に お いて ,。 ど の 2 つの 変 
数 を 入れ 換え て も 式 の 形 が 変わ ら な いと き 対 称 式 と いい , 
符号 が 変わ る と き に 交代 式 と いう . また 定理 1 に 対応 し て 


[定理 2] (1) 対称 式 パパ z, 2, <) は , ァ 十 2 十 る 。 
9 十 2< 十 sy。 zg< の 多項式 と し て 表せ る . 
(2) 交代 式 7/(z,。 2, る <) は , ある 対称 式 9(z, 2, <) を 用 い 


(2 2)ー( ア ツー の (の この (2 209(2 2 る ご 表 
る . 


が 成立 する . ここ で 2 テ ァ オ z 十 <。 6 三 y 十 2< 十 る Z。 c 三 2 々 は 
ァ 。 927。 る を 3 根 と する 3 次 方 程 式 の 係数 と な る . な お , 

(ーー の )( ヶ ー る (< 一 (これ は , ヶ 。 ヶ の, < の 対称 式 ) を 2。 2, c で 
表し た も の を , 3 次 方 程 式 の 判別 式 と いう . 
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) (G. 恒 連立 方 程 式 の 同値 変形 ( 


方 程 式 を 解く 技術 を いく つか 習得 し た 段階 で , “方 程 式 を 解 
く ” と は どう いう 事 だ っ た の か を 反省 し て みよ う . 例え ば , 
ァ 十 ヶ ー2 
(9) 作 ま 当 
の 解 が 
ァ ー3 
(**) | Se 
で ある と は , (*) を 満た す ヶ , ヵ の 値 が (* *) で 定め られ る と い 
う 意 味 で ある と , 初め は 教わっ た は ず で ある . だ が , も う 一 歩 ふ 
みこ ん で , (**) は , (*) を それ と 同値 な , より 簡潔 な 表現 に な 
お し た も の で ある と 理解 し た い . つま り , “同値 変形 ” を 用 いて 
与え られ た 方 程 式 を 簡略 化す る こと を , “解く ” と いう の で ある 
((* *) は (*) と 同値 な 方 程 式 の うち で ,。 最も 簡単 な も の で あ 
る ). する と 問題 は , 方 程 式 を 解く た め に どの よう な 同値 変形 が 
ある か と いう こと に な る 。. 
以下 に お いて , 連立 方 程 式 を 解く た め の 代表 的 な 2 つの 技術 
で ある 「 加 減 法 」 と 「 代 入 法 」 を と りあ げ て みる . 


[1] 加減 法 
2 の ー の c キ 0 の と き , 


(em の 三 0 で っ ② 
和 の) 十 6C(Z。 の ) テ 0 …… 《⑯) 
cf が (。 2 の) 十 の C(z。 の 0 …… 《0) 
が 成立 する . 
証明 : ①, ②=ー ラ ③⑧③, ④ は 明らか で ある . 送 の ③, ④= テ ーー 
①, ② を 示す に は , 
9 の X⑨③ー5X④ お よび cxX③ーgxX④ 
を 作り , 2⑦ー2c キ 0 で ある の で , これ で 割れ ば よい . 血 


上 記 に お いて 。 2,。 の, c, の は 定数 で な < く ヶ ,。 ヶ ヵ を 含む 関数 で 
あっ て も よい 。 大 切な と と は 「2Zー6c キ 0」 で ある . ①, ② を 解 
くだ ため に は , る 62, c, を 適当 に 選ん で , ③, ④ が 簡単 な 形 に 
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な る よう に する の が , 加減 法 の 原理 で ある . 


と ころ で ①, を それ ぞ れ xy 平面 上 の 曲線 の 方 程 式 と みな す 
と き , ① か つ ② の 解 は 。 これ ら の 曲線 の 交点 の 座標 に ほか な ら な 
いし た が っ て , ①, ② を 人 う ③, ④ と いう 同値 性 は , 2 曲線 
①, ② の 交点 と 2 曲線 ③, ④ の 交点 が 一 致す る こと を 意味 する . 


み l 供 大 法 

これ は , 一 方 の 未知 数 .、 た と えば ヶ ヵ を 消去 し て 作ら れる 方 程 
式 が 解け る だ ろう と いう 見 込み の 下 で 実行 され る . 

た と えば ぱ , 


7 が (>。 の 0 mt ① 
を ヶ に 対す る 単独 の 方 程 式 と 見 な し て , これ を 解き 
の (CO)) 還 量 王 ポポ ① 
と る 5 そし て 。 (を 
6( の 。 2 三 0 語 訟 5 計 計 お eo ② 
に 代入 し て , 
な (の 7 の) 三 0 間 思 二 識 細 還 に 2 2 
を 作る . 


これ を 解い て を 得る こと が で きれ ば , 後 は この の 値 を 
① に た 代入 し て , ヶ の 値 を 得る の で ある . 


すなわち 。 
ッ ー ア 7( ヶ ) 57ese ① ッ ー ア (>) Sa は ① 
陸 の) テ 0 …… の) 0 層 げ (?>)) ミ 0 …… 7 


が 成立 する . 証明 は 難し く な い だ ろ う . 


上 記 の 方 法 を 実行 する 際 , ①' の よう に ヶ が ょ の 式 で 表 さ れる 
と き は , z の 値 を 決め れ ば ヶ の 値 が 決ま る の で 問題 が 起き な い 
が , そう で な い 場 合 は 厄介 な 問題 が お 生ずる こと が ある . 

さて , 「2 つの 未知 数 を 決定 する に は 2 本 の 方 程 式 を 要する 」 
と いう 経験 は 。 この 代入 法 に 即 し て 考え れ ば , “代数 的 に ” 諫 解 
され る . また 未知 数 が 3 個 以 上 の と きも , 全く 同様 で ある . これ 
は , 「 2 元 連立 方 程 式 の 解 は 2 曲線 の 交点 で ある 」 と いう 幾何 的 
な 理解 と 表裏 を な す も の で ある . 
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@G.) 循環 小数 と 有理 数 


全 を 小数 で 表す と , 0.3333…… と 同じ 数 が 無限 に 続く こと は , 


良く 知ら れ た だ 事実 で ある . 一 般 に , ある 整数 を , 整数 久 (>0) 
で 割っ た と き の 余 り は 。 
0。 2。 CK の 722 一 


の 通 り 以外 に は な い の で , 有理 数 一 を 小数 で 表し た と き ,。 有 


限 小数 に な ら な い 場 合 に は ,。 どん な に 長く て も , 小数 点 以下 に , 
0 以外 の 数 が 現れ て か ら せ い ぜ い 娘 一 1 桁 以 内 で 必ず 循環 が 始 
まる . た と えば , 
ュ 1 
6 
と いう 具合 で ある . これ ら を 。 記号 を 用 いて 。 それ ぞ れ 
0.16, 0.142857 
と 表す の は , 音 か ら の 習慣 で ある . 
我々 に と っ て 興味 深い の は , 上 に 述べ た こと の 逆 。 すなわち 


[定理 ] 有限 小数 お よび 条 環 小数 は , 必ず 有理 数 で ある . 


が 成り 立つ こと で ある . この 対 偶 は ,「 無 理数 は 循環 し な い 無 限 
小数 で ある 」 と な る . この 定理 の 厳密 な 証明 は ,「 数 学 L」 で 学ぶ 
手法 に よる こと に な る が , 「 数 学 A」 の 段階 で は 。 次 に 示す よう 
な 簡略 な 理解 で よい だ ろう . 

ァ ー1.23232323……ー1.23 


0.16666……, テー0.14285714285714 明 


の と き 
100 ァ ー123.232323…… 
うう 中 上 み 全 1289829 ツ … 6 目 和 22 
99 ァ ニー122 人 Ss99 
な お , 有限 小数 は , 次 の よう に 9 が 永遠 に 続く 無限 循環 小数 の 
一 種 と 考え る こと も で きる . た と えば ぱ , 
1 三 0.99999……ー0.9 
ひょっと する と 数 A の 学習 を 終え を た ば か り の 読者 に ,. この 事 
実は , 奇妙 に うつ る か も し れ な い . この 疑問 は 。 や が て 「 極 限 値 」 
に つい て の 理解 が 得 ら ん た と き , さ し あ た り 氷解 する で あろ う . 


@G.2⑳ 約 数 と 倍数 


g,。 0, c を 整数 と する と き , 次 の 2 つの 定理 は 直観 的 に ほとん 
ど 明 ら か で あり , ふつ う , 証明 な し に 用 いて いる 。. 


[定理 11 c は 2, の 公 倍 数 
一 飼 と は とめ の 最 小 公 倍数 の 倍数 


[定理 2] 2 と が 互 い に 素 の と き , 
2c は ひ の 倍 数 一 孝 c は 6 の 倍数 


上 記 の 定理 は 。 2,。 5,。c が ヶ の 整 式 の 場合 に も 成立 し , 証明 
も ほとん ど 同 様 に 行 な を る. ここ で は 整数 の 場合 に 証明 し よう . 


定理 1 の 証明 : 2 と ヵ の 最小 公 倍 数 を 7 とし, c を 7 で 割っ た 

商 を 2, 余り を ヶ と する と , 
c 三 229 十 7/。 0 ミア く 72 
が 成立 する . ヶ テ 0 を 示す . c も も, とめ の 公 倍数 だ か 
ら , 7 ヶ デ c 一 7229 は 6 とめ の 公 倍数 で ある . と ころ が ヶ は 
(= 最小 公 倍数 ) より 小さ いか ら , ヶ 王 0 で な けれ ば な ら な 
い 。 是 
整 式 の 場合 は ,「0 ミ ァ ヶ く 」 の か わり に 「 ヶ の 次 数 < の 

次 数 」 と すれ ば よい . 


定理 2 の 証明 : 2c は 2 と め の 公 倍数 で ある か ら , 定理 1 に よ 
っ て , gc は 々 と ちの 最小 公 倍 数 ww の 倍数 で ある . と ころ が , 
4 と ちの 最大 公約 数 は 1 で ある か ら 
6 の 三 1・72 三 22 
よっ て , gc は g〉( 三 2) の 倍数 で ある . し た が っ て c は の 
倍数 で ある . 血 


合同 式 (CS A1.E5) を 用 いる と , 定理 2 は 次 の よう に 表現 
4 さ 5 


[定理 2] Z と が 互 い に 素 の と き , 
gc 寺 0 (mod. の ) 三 飼 c 圭 0 (mod. の 


これ は , 合同 式 の 両辺 を z で 割る 操作 に 相当 する . この 定理 か 
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ら さ ら に 次 の 定理 が 得 ら れる . 


[定理 3| Z と 2 が 互い に 素 の と き 。, 


gzc (mod. の) 


を 満た す 整 数 > が 存在 する . 


まで の 
石 圭 ps (mod.?) 王 飼 2 の 2 (mod. の ) …… ① 
を 示す . か り に xi 寺 27z (mod. の ) と する と , 
gmー) 圭 0 (mod. の 
と な る か ら , 定理 2 に より , 


削 


ネーzs 半 0 (mod. の ) … 故 寺 (mod. の 
で な けれ ば な ら な い . これ で ① が 示さ れ た . 
さて , 5 個 の 数 
06 な 225 es (0 コリ で 「 奉 そ 。 ② 


を 考え よう . ① に より , これ ら の 数 の うち どの 2 個 も , め を 
法 と し て 合同 で な い . すなわち , これ ら の 数 を ヵ で 割っ た 余 
り は すべ て 異な る . し か る に めで 割っ た 余り は 

0 1 周 の 人 es 有 ヵ ー1 つつ ロロ D ③ 
の どれ か で ある か ら , ② の 各 数 を で 割る と , ③ の 各 数 が ち 
ょ うど 1 回 ずつ 出現 する . 特に , c を ヵ で 割っ た 余り に 等 し 
いも の が ある . 四 


この 定理 3 は 次 の よう な 形 に 表現 し な お すこ と が で きる . 


[定理 3] 2 と 2 が 互い に 素 の と き , 


g ア 十 6 み と 
を 満た す 整 数 >, 〉 が 存在 する . 


この 定理 は 方 程 式 の 整数 解 z。 ヶ の 「 存 在 」 を 主張 し て いる が 
解 の 求め 方 に つい て は 何 も 語 っ て いな い . これ に つい て は 
UCS C.5 
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Me 軸 ie 


整数 や 整 式 の 最大 公約 数 を 求め る 簡単 な 方 法 に , ユー クリ ッ 
ド の 互 除法 と 呼ば れる も の が ある . 


91 と 65 の 最大 公約 数 を 求め る . 


91 65 三 1 … 26 へ 余り 26 を 求め る . 
65 二 26 テ 2 … 13 征 さっ き 割 る 側 に あっ た 65 を 余り の 
の 05 の に … ウ () 26 で 割る . 


最後 の 式 で 26 を 割り 切っ た 数 「13」 が , 求め る 最大 公約 数 
人 で ある 。 


?"ー ァ "キー1 と “ーー4 ァ > 十 3 の 最大 公約 数 を 求め る . 
パー ァ ? キ アァ ー1 を “ーー4z 十 3 で 割る と , 
商 が > 十 3 で , 余り が 10z 一 10. 
ァ *ー4 ァ 十 3 を 10 ァ 一 10 で 割る と , 
商 生 ー 向 が た っ て 割り きれ る . 
最後 の 式 で x“ー4z> 十 3 を 割り 切っ た 10z 一 10 が 求め る 最 
大 公約 数 で ある . 
も ちろ ん , 最大 公約 数 は *ー1 で ある と いっ て も よい . 
上 記 の 方 法 は , 次 の 原理 に 基 い て いる . 


[定理 ] z を で 割っ た 余り を ヶ と する と 。, 
Z と ちの 最大 公約 数 = の と ヶ の 最大 公約 数 


削 


明 : 2 を で 割っ た 商 を 7 と する と 
g 三 67 十 ケ 。 ァ デ gー 7 

が 成立 する . 第 1 式 か ら 「 ヵ と ヶ の 公約 数 は 2 の 約 数 で あ 
る 」 と 分 か り , 第 2 式 か ら 「2 と ヵ の 公約 数 は ヶ の 約 数 で あ 
の 相 衣 ど 2 の だ が つの 

と は とら の 公 約 数 を c は と ヶ の 公約 数 
が 成立 する . 特に ,。 z と ら の 最大 公約 数 は , め と ヶ の 最大 公 
約 数 と 一 致す る . 時 


ク 6 グ 


この 定理 を 用 いる と , 例 1 に お いて は , 
91 と 65 の 最大 公約 数 
三 65 と 26 の 最大 公約 数 
三 26 と 13 の 最大 公約 数 三 13 


と な る わけ で ある . 
また 互 除法 の 原理 は , 2 と 2 の が 互い に 素 の と き , 
レク 2 コリ た ーー の 語 o ① 


の 整数 解 を 見 出す の に も 有効 で ある (em 宮 C.4 ). 
g>2 と する . を めで 割っ た 商 を 2, 余り を と する と , 
ge 三 67 十 ヶ が 成立 する か ら , ① は 
(2 十 7)z 十 602 三 c 
7 補 十 (2 十 の ZZ) デ c 
23)KGaHiGK 
る 々 ー タ 十 の ア 
に 人 3 
7 十 6z 三 1 
と な る . 
次 に の を ヶ で 割っ て …… と いう 具合 に , 互 除法 と 同じ 手続 を 
実行 する と , 最終 的 に 自明 な 方 程 式 に 行き 着く . 


31 ヶ 十 7y 三 2 (31= テ 7・4 十 3) 
3z 十 7s 三 2 (< テッ 十 4z) (7 テ 3・2 十 1) 
ZEN(2 王 EN 抽 還 Se ②) 

⑨② か ら 


デー3z 十 2  (z は 任意 の 整数 ) 
と な り , 順次 さか の ぼっ て , 
ァ ーz 一 2z 三 7z 一 4 
ッ デ ーー4 ァ テー31z 十 18 
を 得る . 
⑨② に お いて , る の 係数 が 1 と な っ た こと と が 重要 で ある . この 
「1」 は 。 31 と 7 の 最大 公約 数 で ある . 
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) (B. 代 等 差 数 列 と 等 比 数 列 ( 


初 項 が 2 , 公 比 が 2 の 等 比 数 列 
{2』Jー(2。. も 8 16 32) …" ) 
を , 累乗 の 型 に 表現 し て みる と 
02 計 地 人 乙 5 の 3 の の た 25 0 ) 
の よう に 指数 2, の 列 は , 
の に 上 の 94 DE で ) 
と いう 等 差 数 列 に な る . 
と ころ で この 等 差 数 列 を , 初 項 よ り 前 に さか の ぽ っ て 延長 す 
る な ら ば 
{ OO に ー3, ー2。 一 1。0。1, 2 3, 4。 5。…… ) 
と する の が 自然 で ある . 
元 の 等 比 数 列 に つい て は , 


請 寺 1 二 
] 35 に ei 1。 2 4。38。 16。32。・… ] 


と な る . (数 列 {2}) に お いて は ,。 河 化 式 
か ュー の 1 
数 列 {2j に お いて は , 


の z+1 三 2 
7 


が 成り 立ち 続け る か ら で あ る !) 
そこ と で ,。 こ の よう に 延長 し た 場合 に も , 2, と , と の 間 に 成 り 


立っ て いた 規則 
の 2 
が 成り 立つ と 期待 すれ ば , 
1 il 末 まま 
1 の 5 ラー グマ RE 衝 誠二 
が 得 ら れる . 


聡明 な 読者 は , 22 や 2 き が 何 を 表す べき か , この 議論 を も と に 
すれ ば , じき に 察し が つく で あろ う . 


ク 6 タ を 


) @ 調和 数 列 ( 


高校 数 学 の 中 に 正式 に は 登場 し な い が , 等 差 数 列 , 等 比 数 列 と 
並ん で , “名 前 を も つ " 数 列 に 調和 数 列 が ある . 


[定義 | 数列 ] 一 | が 等 数 列 を な す と き 。 数 列 (Zs は 


調和 数 列 を な す と いう . 


最も 典型 的 な 調和 数 列 は , 単位 分 数 (分 子 が 1 の 分 数 ) の 列 
eo 
4 2 う 3 う 4 う 3 5 3 3 人 
で ある . 


与え られ た 2 数 2。 2 に 対し , 
数 列 {2, >, 2) が 等 差 数 列 (算術 数 列 ) を な す よ うな 
すなわち 


を , と らち の 相 加 平均 (算術 平均 。 等 差 中 項 ) 
数 列 (2, >, の が 等 比 数 列 (幾何 数 列 ) を な す よ うな > 
すなわち 
ァ ー マ 2 
を , 6 と の の 相乗 平均 (幾何 平均 。 等 比 中 項 ) 
と 呼ん だ よう に 。, 
数 列 {2Z。 >, の} が 調和 数 列 を な す よ うな ヶ 
すなわち 
il 績 二 5 22 の 
0 ミト の 
と いう ァ ヶ を, ZZ とら の 調 和平 均 (調和 中 項 ) と 呼ぶ . 
g>0, 2>0 の と き , この 3 つの 平均 の 間 に は , 


g 十 の 220 
2 72 きち 


と いう 不等式 が 成り 立つ . 
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 )(@. 思 当 放 当 古 と 来 て , その 次 の 公式 は ?( 


高校 の 教科 書 に 登場 する 求 和 の 公式 は , 標題 に あげ た 程度 で 
ある が , “ 2! が を 求め よ " と いわ れ た ら ,。 読者 は どう する で あろ 
うか ? 

光 だ や 錠 だ の 公式 の 導き 方 を 完璧 に 修得 し て いる 人 な ら , 


(を 十 17 ア ーー だ = テ 5 太 十 10 十 10 十 5 た 十 1 
の 両辺 を 1。 2。 3。 …… 。 2 に つい て 加え 合わ せ た 式 


(z+Dー1ー5 光 だ 10. が ( ヵ 7 寺 10・ そ az+1(2z1) 


+5・ テ 2( ヵ 1 タ 


パー みみ 十 1(6 が 9 ゲ 二 一 1) 
10 
を 導く こと は 難し ぐ な いで あろ う . この よう に 必要 に 応じ て , 
2 06 2000 2000 SN ms eo (*) 
た =1 た =1 た =1 た =1 た =1 
の 公式 を い ぃ くら で も 作っ て いく こと が で きる . こう し て 7 パ め が 
4 の 多項式 で あれ ば 2 7(/) を 計算 し て み の 多項式 の 形 に 表現 


で きる こと が わか る . 
な お , (*) の か わり に 


0 
0 2 (z 十 1), 


トイ > 


4(《+)= き x(z+1(% 寺 2 


た 


1 


放 を (を (6 を + の = 二 x(z 寺 1( み 2)( ヵ 8) 
放 4 を (462)(6 寺 3) ニュ w(g+(z+2)( ヵ 3)(z エ め 


を 基本 と し て 2 の 公式 を 作る こと も で きる 。. 
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) (G.@ 差分 と 和 分 ( 


与え られ た 数 列 (24』 に 対し , 
の ュー の (の 1 2 に 3 5 ) 
で 定義 され る 数 列 (2』J を , {2。) の 階 差 数 列 と 呼ん だ . 
数 列 {2。) に 対し , 


2 (z 三 1, 2。 3。 …… ) 


で 定義 され る 数 列 {S』}) に 対し て は , 高校 で は 定着 し た 呼び 名 が 
な い の で ,。 こ こ で 仮に , 総和 数 列 と 呼ぶ こと に し よう . 与え られ 
た 数 列 {2} に 対し , その 総和 数 列 を 対応 さき せる に は , 上 に 示し 
た よう に , 記号 が 使え る の だ が , 階 差 数 列 を 表す に は , 特別 の 
記号 が な い の で ,。 ここ で 仮に 
グー の ュー の ( ガ は ギリ シア 文字 デル タ ) 

と 書く と と 民 ず る 。 

する と よく 知ら れ て いる 公 ヌ 


(のみ ュー) ロー の OS ニー (2 
は , それ ぞ れ 
光 (29 ニ の ュー の 4( あ g)=gn 


と 表す こと が で きる . 精神 を 集中 し て ボー ッ と 見 る と (?!), これ 
は 微積分 の 関係 


(の 0 み =7<)-7①, 寺 り 7 の 0 み -7⑦) 


と 似 て いる . より 詳し くい えば , 
1 微分 
総和 を と る と いう 操作 は 積分 
と 対応 し て いる . この よう な 意味 で , 
1 差分 
総和 を と る と いう 操作 を 和 分 
と 呼び , そし て 差分 や 和 分 を , ある 意味 で 極限 化し た 概念 が そ 
れ ぞ れ 微 分 , 積分 な の で ある . 
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(@G.1@ 線型 河 化 式 の 解法 (0) 


第 3 章 で 学ん だ 尊 化 式 は 。 より 一 般 的 に 述べ る と , 次 の よう に 
な る . 万 (>,。 72) を 与え られ た 2 変数 関数 と する と き , 


万 ( ァ 。 の ) 三 2Z 十 1 の と き は の mn2 1 
(。 2 の ) 三 2 ァ 十 りみ の と き は gzm 三 26z 十 7 
(>。 27) テ ァ (2 ヶ 十 1) の と き は の ュー(z 二 1) の 
例 4 | (。 》) デ ァ *ー3> の と き は の mn ロー の ー3g6 


この うち , 例 1 て 3 の よう に ,。g の mi が g, の 1 次 式 で 表 さ れる 

も の を , 特に 線型 藻 化 式 と 呼ぶ . p.107 で 
の ュー が カ gz 十 の ( 三 1。 2。 3。…… ) 
た だ し , ヵ み の は 定数 

に つい て 学ん だ よう に ., 線型 滞 化 式 に つい て は , 一 般 項 を 求め る 
(つま り , , を z の 簡単 な 式 で 表す ) こと が で きる 場合 が 多い . 
そこ で 典型 的 な も の を いく つか 解説 する . 

その た め の 準 備 と し て , 同 次 型 , 非 同 次 型 と いう こと ば を 導入 
し 江 天 の 

上 の 例 3 , 例 4 の よう に 石 (>,? ヶ ) の 式 に , > を 含ま な い 項 (z 
に 関す る 定数 項 ) が 現れ な いと き は , 7(z。? ヶ ) を > に 関す る 同 次 
式 と いう . この と き は 手 化 式 

の jm デア (2 の 。 の (z 三 1。 2。 3。 …… ) 
を 同 次 型 と 呼ぶ 、 これ に 対し 例 1, 例 2 の 洛 化 式 
gz ュー22z 十 1。 2+ ュ ー22 ヵ 十 7 

で は ,。 右辺 に 1 や ぇ 2 が ある た め 。 非 同 次 型 と いう . 

な お , 例 1, 例 4 の よう に , gi が 2。 だ け の 式 で 表せ る と き 
に は , (*) の か わり に , 1 変数 関数 /(z) を 考え て 

の な 20 の 2) (z ニ 1, の 3 ) or MM 全 。 に WS (* *※ ) 

と 表し て も よい . 例 1 の 場合 は 。 7(z) 王 2z 十 1, 例 4 の 場合 は 
(>) テ ニャ デー3> で ある 。. 
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) @. 線型 源 化 式 の 解法 (1) ( 


ーー gznー の gz 十 の ( 7) 型 


線型 2 項 問 洒 化 式 
gzm1 王 の 2 十 の (2) (z 三 1。 2。 3。 …… )。 …… (*) 
要 は 0 で な い 与 えら れ た 定数 
9(z) は 与え られ た z の 関数 
と いう 潤 化 式 の 一 般 項 を 求め よう . まず , 
i) ヵ ー1 
と いう 特別 の 場合 に つい て は , 上 の 漂 化 式 は 数 列 {2。) の 階 
差 数 列 が {2(2)}) で ある こと を 意味 し て いる の で , 4, は 


7ー1 
の の 十 2 (ん) 7 三 2 


と 計算 で きる . 
ii) ヵ カキ 1 
の 場合 は , p.109 で 述べ た よう に , 与え られ た 手 化 式 の 両辺 


を が" で 割り , 数 列 2 に つい て 。 i ) の タイ プ の 尊 化 式 


に 帰着 させ る [解法 1 ] と , 与え られ た 尊 化 式 を 満足 する 数 
例 の 具体 例 (特殊 解 ) を 1 つ 見 つけ ,。 それ を 利用 し て 2(%) を 
消去 し た 同 次 型 の 河 化 式 に 帰着 させ る [解法 2 ] が ある . 
(g(2) が 特に 良い 形 を し て いる 場合 に は , B.225 に 示し た よ 
うな 第 3 の 解法 も ある .) 

この うち , 〔 解 法 1 ] は , (2) を 欠い た 同 次 型 洒 化 式 


@ の ヵ + ュ 一 の 2 (z 三 1 の 9 2 ) 
の 一 般 解 が 
: 志 の: の 6 (C : 任意 定数 ) 


で ある こと を ヒン ト と し て ,。 定数 C を 未知 の 数 列 {2} に 置 
きか えた 形 で 求め る . すなわち 元 の 非 同 次 型 汰 化 式 の 求め 
る 一 般 項 を 
の gz 王 の み ・ が " 

と お く と いう も の で ある . この 意味 で 。 こ の 解法 は 定数 変化 
法 と 呼ば れる . な お , g(z) が ヵ の 多項式 (特に 定数 や 1 次 
式 ) の 場合 の よう に 手 化 式 (*) の 特殊 解 が 見 つけ られ る 場 
合 に は , 【 解 法 2 ] に よる の が 楽 で ある . 
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) (@. 軌 線型 滞 化 式 の 解法 (2) ( 


ーーー デ ぞ の ヵ +2 王 の の z+ ュ 十 の の z 十 r( ヵ ) 型 


隣接 3 項 問 滞 化 式 は 。 一 般 に , 3 変数 関数 戸 ( ヶ 。 ヶ 。 る) を 用 い 
2 

の z+2 王 (mn。 の 2) 
と 表せ る が , この よう な も の の うち , 高校 分 囲 で 話題 に な る の 
は , 

アア ( 々 。 の 。 る テル 十 92 

( ヵ , ? : 定数 ) 

と いう 同 次 型 の タイ プ 。 つまり, 

@z+2 王 の @z+ ュ 十 の の 
と いう 同 次 型 の も の に ほとん ど 限 られ る . 
これ に つい て は , そ の 標準 的 な 解法 を , p.110 で 述べ た が , 入試 
に お いて 最も 頻繁 に 現れ る の は , 


の 十 g 王 1 
の 場合 で ある . この 場合 に は , 与え られ た 潤 化 式 が 

gas 王 (1 一 の 22m 十 9 の 92747 の" @ 
が がり これが 

の nn2 一 の がめ ュ デー の の (22 エー60 0 の 
No5 

の z+2 十 9 の 7 ロー の mm ロ 十 9274 0 の" (⑯ 
と いう 形 に 変形 で きる こと に 注意 し て お く . さて , 

gz+2 三 222 ロ 二 2 の 2ー227 0 0 mmmlmlmlfltmtsttst ① 


の よう な 非 同 次 型 に つい て は , 前 項 で 述べ た よう に 特殊 解 が 見 
つか れ ば , 同 次 型 に 帰着 で きる . 
この 例 で は 

2 十 2 三 2(z 十 1) 十 一 2 3 ② 
が つね に 成り 立つ の で (これ を 見 抜く の は 大 変 だ が ),①ー② に 
より 与え られ た 漂 化 式 は 。 テニ Z 一 ? に つい て の 漂 化 式 

の 2 三 2 の 6. ュ 十 / 
に 帰着 で きる . 


ク Z の 


索 


引 


各 項 目 の 事項 を 記載 し て ある 箇所 を 示す の に , 
A 篇 (基礎 理論 ) に 関し て は , 小節 の 番号 と 共に ( ) 内 に ペー ジ も 記 


SUSD(o 引 


B 篇 (演習 問題 ), C 篇 (探究 ) に 関し て は , 当該 番号 の み を 示し て あ 


る . 


アポ ロニ ウス の 円 
余り の 定理 
(剰余 定理 ) 
一 般 項 
因数 定理 
因数 分 解 


裏 

円 周 角 
ーー の 定理 

オイ ラー の 分 数 式 


圏 か 罰 


階 差 数 列 
ーー を 用 いて 元 の 
数 列 を 復元 
外 心 
回 転 
ー 一 移動 
加減 法 
仮定 と 結論 


A3.4(164) 
A1.10(12) 


A2.1(96) 
A1.10(12) 
A1.9(10) 
A1.11(13) 
A1.18(32) 
A3.1(158) 
A3.1(158) 
B.125 


A2.6(102) 


A2.6(103) 
A3.2(160) 
A3.5(166) 
A3.5(166) 

C.2(256) 
A1.17(28) 


加法 (実数 の 一 一 ) A1.3(4) 
関数 

ーー の 定義 A4.2(200) 

ー デ の グラ ジラ A4.2(210) 
偽 UG 真 と 偽 
幾何 平均 IE 相乗 平均 
奇数 列 の 和 A4.2(190) 
軌跡 A3.4(163) 
規則 的 に 並ん だ 数 の 和 A4.2(188) 
首 A1.18(31) 
用 

関数 の 一 一 A4.2(210) 
結合 法則 


実数 の 加法 , 乗法 の 一 A1.3(4) 
式 の 加法 。 乗法 の 一 一 


A1.13(16) 
結論 IE 仮定 と 結論 
減 法 

実数 の 一 一 A1.3(4) 

整 式 の 一 一 A1.8(9) 
項 A2.1(96) 
交換 法則 

実数 に つい て の 一 一  A1.3(4) 

式 に つい て の 一 一  A1.13(16) 
公差 A2.2(98) 


交代 式 C.1(254) 
恒等式 A1.13(16) 
合同 
整数 の 間 の 一 一 A1E5(39) 
三角 形 の 間 の 一 一  A3.1(156) 
ー 一 条件 (三角 形 の ) A3.1(156) 
ー 一 変換 A3.5(166) 
公 倍数 A1.9(10) 
最小 A1.9(10) 
公 比 A2.3(99) 
公約 数 A1.9(10) 
最大 一 一 A1.9(11)。 A4.2(201) 
C.5(261) 
互 除法 C.5(261), A4.2(201) 
散 さ 比 
最大 公約 数 IG 公約 教 
最小 公 倍 数 LC 公 倍数 
座標 A1.1(2) 
差分 と 和 分 C.9(266) 
算術 平均 相 加 平均 
算術 命令 A4.1(187) 
三平 方 の 定理 (ピタ ゴラス の 定理 ) 
A3.1(157) 
シグ マ 記 号 (②) A2.4(100) 
ーー の 定義 A2.4(100) 
ーー の 計算 規則 A2.4(100) 
指数 A1.5(6) 
ー 一 法則 A1.5(6) 
自然 数 の 累乗 の 和 A2.5(102) 
実験 
自然 数 列 の 和 を 


求め る た め の 一 一 A4.2(192) 


ク Z7 


実数 A1.1(2) 
重心 (三角 形 の ) A3.1(157) 
十分 条件 A1.17(29) 
循環 小数 A1.2(3) 

ー 一 と 有理 数 C.3(258) 
条件 A1.16(23) 

ーー の 否定 ・ 合 成 ~A1.16(25) 


条件 つき の 等 式 の 証明 A1.13(17) 
乗法 


実数 の 一 一 A1.3(4) 
整 式 の 一 一 A1.8(9) 
乗法 の 公式 (展開 の 公式 )A1.11(13) 
剰余 定理 UGW 余り の 定理 
初 項 A2.1(96) 
実数 の 一 一 A1.3(4) 
整 式 の 一 一 A1.10(11) 
真 A1.16(23) 
真 と 偽 A1.16(23) 
真理 集合 A1.16(24) 
数 学 的 帰納 法 A2.7(104) 
数 値 実 験 A4.2(193) 
数 直線 A1.1(2) 
数 列 A2.1(96) 
ーー の 定義 A2.1(96) 
ーー の 記号 A2.1(96) 
ーー の 和 A2.6(103) 
ーー の 和 を 求め る 原理 A2.6(104) 
垂 心 A3.2(160) 
整 式 A1.8(8) 
整数 解 
方 程 式 の 一 一 
A1E2-4(35-37) 
接 弦 定理 A3.1(158) 


タ Z グ 


絶対 値 (実数 の ) A1.4(4) 
絶対 不等式 A1.15(20) 
最大 ・ 最 小 と A1.15(22) 
洒 化 式 A2.8(106) 
ーー の 概念 A2.8(106) 
ーー の 定義 A2.8(107) 
線型 3 項 間 A2.8(111) 
線型 一 一 の 解法 C.10, C.11 
C.12 

定数 係数 線型 
2 項 間 A2.8(108) 
連立 線型 一 一 A2.8(111) 
線型 汰 化 式 の 解法 C.10(267) 
C.11(268), C.12(269) 
全 称 命題 A1.16(27) 
全体 集合 A1.16(23) 
素 LC 互い に 素 
相 加 平均 A1.15(21) 

相似 

ー 一 条件 (三角 形 の ) A3.1(156) 
ー 一 変換 A3.5(167) 
相乗 平均 A1.15(21) 
素数 A4.2(204) 
対 偶 A1.18(31) 
対称 移動 A3.5(166) 
対称 式 A1.8(9)。C.1(254) 
基本 一 一 A1.8(9) 
代入 法 C.2(257) 
互い に 素 A1.E1(34) 
多項式 A1.8(8) 
多 項 定理 B.237 


単項 式 A1.8(8) 
チェ バ の 定理 A3.2(159), B.303 

ーー の 逆  A3.2(159), B.304 
中 点 連結 定理 A3.1(157), B.301 


調和 数 列 、C.7(264), ルポ (154) 
定数 数 列 A2.1(96) 
等 差 数 列 A2.2(97) 
ーー の 一 般 項 と 和 A2.2(97) 
等 差 数 列 と 等 比 数 列 C.6(263) 
同値 (条件 の ) A1.17(30) 
同値 変形 
連立 方 程 式 の 一 一 
I デ 加減 法 。 代入 法 
等 比 数 列 A2.3(99) 
ーー の 一 般 項 と 和  A2.3(99) 
特 称 命題 A1.16(27) 
識 な 絆 
内 心 A3.2(160) 
2 項 係数 A2.9(113) 
2 項 定理 A2.9(114) 
二 重 根 号 A1.7(8) 
入出 力 A4.1(186) 
倍数 A1.9(10), A1E1(34) 
背 理 法 A1.18(32) 
配列 変数 A4.2(199) 
パス カル の 三角 形 A2.9(112) 
繁 分 数 式 A1.12(15) 
反 例 A1.16(27) 
必要 十分 条件 A1.17(30) 


必要 条件 A1.17(29) 
否定 A1.16(25) 
ファ イル A4.1(186) 
フィ ボナ ッ チ 数 列 A2.8(107) 
フェ ル マ ー 点 B.313 
不等式 
ーー の 基本 性 質 A1.14(19) 
プロ グラ ミン グ 練 習 ~A4.2(188) 
プロ グラ ム 実 行 ・ 制 御 A4.1(187) 
分 数 式 A1.12(14) 
ーー の 四則 A1.12(15) 
分 配 法則 
実数 に つい て の 一 一  A1.3(④) 
整 式 に つい て の 一 一 A1.13(16) 
分 母 の 有理 化 A1.7(7) 
平均 
ーー を 求め る プロ グラ ム 
A4.2(198) 
平行 移動 A3.5(166) 
平行 線 と 線 分 の 比 A3.1(156) 
BASIC の 基本 用 語  A4.1(186) 
平方 根 A1.6(7) 
べき A1.5(6) 
ベル ヌイ の 不等式 A2.7(105) 
変換 
図形 の A3.5(166) 
方 程 式 の 整数 解 A1.E2(35) 
A1E3(36)。 A1.E4(37) 
方 べき の 定理 A3.4(164) 
紅 ま 詳 
末 項 A2.1(97) 
無限 小数 A1.2(3) 


タタ? 


無限 数 列 A2.1(97) 
無理 数 A1.1(2) 
命 A1.16(23) 


メ ネ ラ ウス の 定理 A3.3(161), B.307 
ーー の 逆 A3.3(162), B.308 


約 数 A1.9(10)。 A1.E1(34) 
約 数 と 倍数 C.4(259) 
約 分 と 通 分 の 原理 A1.12(14) 
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藤田 容 
明治 大 学 理工 学部 教授 , 東京 大 学 理学 部 名 准 教 授 
学生 時 代 に すでに 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 , 本 
書 の 前 身 「 東 大 へ の 数 学 」 を 執筆 日 本 数 学会 
事 長 , 日 本 応用 数 理学 会 会 長 , 東大 理学 部 長 な ど 
の 研究 教育 ・ 学 術 行政 の 要職 の 合間 を ぬっ て , 数 
学 教育 国際 委員 会 日 本 代表 , 文部 省 教 育 課 程 審 議 
会 委員 , 数 学 オ リン ピッ ク 財 団 理事 長 な ども 歴任 
され , 数 学 教育 に 関し 国際 的 ・ 国 内 的 に 活躍 し て 
こら れ ま し た . 


な が お か りょう すけ 

売 介 
大 東 文化 大 学 法学 部 教授 

「 東 大 に 入っ て 最も 良かっ た こと の 1 つ は 藤田 
宏 先 生 に めぐ りあ えた こと 」 と いう こと で ,「 大 学 
へ の 数 学 」 と の 出会い も , 藤田 ゼミ 時 代 . 技術 的 
数 学 に 飽き た ら ず , その 意味 を 求め て 「 数 学 史 と 
数 学 教育 に さま よい 込ん だ 」 と いう こと で 。 今 で 
は 「 趣 味 は 数 学 教育 」 だ そう で す . 
SS 東大 や 早 大 で も 講義 を な さっ て いる の で , 先輩 

生 間 。 た ち に は 。 先生 に 習っ た 人 も いる か も し れ ま せん 
ん 


レル の 】 


な が さき けん いち 


千葉 工業 大 学 工学 部 教授 

明快 な 関数 解析 の 講義 に 引か れ て 藤田 ゼミ を 選 
び , 初め て 非線形 微分 方 程 式 論 と 出会っ て 以来 , 
現在 まで その 研究 を 続け て いら っ し ゃ いま す . 
先生 の 目標 は , 研究 面 だ け で な く , 大 学 に お い 
て 数 学 を わか りや すく 教え る と いう 点 で も , 藤田 
先生 に 近づく こと と の こと で す . その た め に も , 
高校 数 学 の 実状 を 再 確認 で きた 本 書 の た め の 仕事 
は 非常 に 有益 だ っ た そう で す . 


な が お か や す ふ み 
ヾ 


台 予 備 学校 教科 専任 講師 

大 学 を 出 て , 最初 は , 駿台 甲府 高校 で 教え て い 
らっし ゃ っ た の で す が , いま は 有名 な 「 ス ンダ イ 」 
の 先生 で す . 若い 情熱 と 誠実 な 教え 方 で , 生徒 の 
信頼 と 尊敬 を 集め て いら っ し ゃ いま す 。 

受験 指導 の 現場 を 数 多く 経験 し た 立場 か ら “ 使 
いや すく ” “わか りや すい "「 大 学 へ の 数 学 」 の た 
め に 多く の 提案 を 出し て 頂き まし た . な お , 先生 
は 長岡 亮介 先生 の 弟 さ ん で す . 
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